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Erster Abschnitt. 

Eettenbrtlche. Diophantische Gleichnngen. 

I. Kapitel, 

Kettenbrüche. 

§ 1. Betriff des Kettenbmchs.' 
1. Ein fortgesetzter Bruch von der Form 

a«H ^^ odera^H 
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a* 



heisst ein Kettenbruch. Die Brüche — und — fuhren 

a a 

die Bezeichnung Teilbrüche, b heisst der T eil- 
zähl er ^ a der Teilnenner. 

2. Wir beschränken uns auf die zweite Art von 
Kettenbrüchen, in denen alle Teilzähler gleich der 
Einheit, alle Teilnenner positiv und ganzzahlig sind und 
lassen ausserdem noch den Wert a« weg. Den so er- 
haltenen Kettenbruch schreiben wir abgekürzt: 
1 

« 1" a, + _ 1 oder (1 : a», a„ a,, aj. 

* Die Kettenbräche finden sich erstmals bei Lord Brounker 
(1620—1684); die erste eingebende Theorie derselben gab Enler 
11707—1788;. 
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Kettenbrüche. 



§2. Yerwandlnng eines Brac^f» 1^ einen Eettenbruch. 

157 
1. Beispiel. Es soll der firnch 

Kettenbrach verwandelt werden. 
157 1 1 1 



283 283 
157 



1 + 



126 
157 

1 



i+ 



157 
126 



* 283 


in einen 

1 


11 * 


1 


1+ '' 
^ 126 



1+T+ 1 



1 



126 
31 



^31 ^ 



'^^+T+^ 1 

+ 15+-I 



= (1 : 1, 1, 4, 15, 2). 



2. Die hier angewandte Bestimmung der Teil- 
nenner ist dieselbe wie die, die zur Aufsuchung des 
gemeinschaftlichen Teilers der Zahlen 157 und 283 führt, 
und wir erhalten dieselben rascher durch fortgesetzte 

Division wie folgt: 

1 1 4 15 2 



283 
157 


157 
126 


126 
124 


31 

30 


126 


31 


2 


1 



§ 3. Yerwandlnng eines Kettenbrnches in einen 
gewöhnlichen Bruch. Näherangswerte. 

1. Berücksichtigt man bei einem Kettenbruch nur 
den ersten Nenner, also nur den Bruch — und lässt 
alle folgenden Brüche weg, so erhält man den ersten 
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a. 1 

Näherungswert —*- = — . Berücksichtigt man ebenso 

Dj . a^ 

nur den Teil — , 1 des Kettenbruches, so erhIQt man 

den zweiten Näherungswert — =- = 14 • Ebenso 

findet man den dritten N&hemngswert 

"» - ^ 1 - ».»»+1 „ ^ « 

»s aj -I 1 aja^a, + a3+a, 

2. Von diesen Näherungswerten ist der erste zu 
gross, da der Nenner ai zu klein ist; der zweite da- 
gegen ist zu klein, da — > — 1 , also der 

*S r • • • 
Nenner des Bruches aj -| , den wir in Bechnung 

ziehen, grösser als sein wirklicher Wert ist. Der dritte 
Näherungswert ist wieder zu gross, der vierte zu klein 
u. s. w. Die Näherungswerte eines Ketten- 
bruchs sind also abwechslungsweise kleiner 
und grösser als der wirkliche Wert des- 
selben. 

3. Es ist-^^-L, ^ = ± 1= ^ 



n, ai -j aia, + l 



». 



_ a,z, +0 Z3 1 



' • — —^ = — 1 
a, n, + 1 ' n, a, H , 1 



(a.+|)z.+0 



= a» a, Zi + Zi ^ a,z, + Zi 
a, (a,ni + 1) + n^ a^ns + n» ' 
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Dj+Dl 



»4 (a. i^. + »1 ) + n« »4°»+ D« ' 



Ist allgemein bis zu einem bestimmten Werte k: 



z 



k 



a z 

k k 



-x + \- 



8 



k 



^k\-l + \.2 



80 erhält man den folgenden 

1 



Näherungswert, indem man a durch a + 



k 



er- 



setzt, oder: 



k+i 



Vi 



(■»+v:)''- 



+2 



k— 3 



( 



a.+ 



k 



a 



k+l 



k— 1 ^ k—i 



Vi (.\ 'k-i + \-8) + 'k-i ^ Vi \ + 'k-i 

Die Begel gilt also auch für den (k + l)ten Nähe- 
rungsbruch, wenn sie bis zum kten gilt. Sie gilt aber, 
wie direkt gezeigt wurde, für den vierten, also gilt sie 
für den fünften, sechsten u. s. f., d. h. allgemein für 
ein beliebiges k (Schluss von k auf k-j-l). 

Führt man noch die uneigentlichen Näherungswerte 

--=- und — ein, so erhält man zur Berechnung eines 

Kettenbruchs, etwa des Kettenbruchs (1:2, 3, 1, 4, 5, 
3, 2), das folgende Schema: 



a 


— 


— 


2 


3 


1 


4 5 3 2 


z 


1 





l 


3 


4 


19 99 316 731 


n 





1 


2 


7 


9 43 224 715 16541 



Eigenschaften der Nähemngswerie. 11 

z; 1 = 2.0+1, 3 = 3.1+0, 4 = 1.3 + 1, 
19 = 4.4+3, .. . 

n;2 = 2.1 + 0, 7 = 3.2 + 1, 9 = 1.7 + 2, 
48 = 4.9 + 7, . .. 

Die Näherungswerte sind: — , -=-, -q-, j^-, 



224 



316 ^ 731 

und 



715 1654* 



§ 4. EigeBSchaften der N&hemitgswerte. 

1. Es ist z, n, — nfZi = — 1, z, n, — z, n, = + l, 
z^n, — Z3n^ = — 1. Nimmt man an, die Regel gelte 
bis za einem bestimmten k, d. h. es sei 

2k-°k-i-Vi-°k = ±l' so ist: 

Nun gilt aber die Regel für k^4; d. h. sie gilt 
für k = 5, 6, 7 und also auch für ein beliebiges k. 

z z 1 

2. Hieraus folgt direkt: ^— = + 



^. n, ^ — n. . n. ' 

k k— 1 k k— 1 

oder: 

Der Unterschied zweier aufeinanderfolgen- 
der Näherungswerte ist eins, dividiert durch 
das Produkt der Nenner derselben. ^ 

3. Wie man in § 3 fand, liegt der Wert z eines 
Kettenbruohs zwischen zwei aufeinanderfolgenden Nähe- 
rnogs werten desselben. Bezeichnet man also den wirk- 
lichen Wert des Kettenbruchs mit q, so ist entweder 

— >q> -ti± oder — <q < -^±i- . Der Fehler, den 
n^n nn 

"k "k+i "k k+i 
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man begeht , wenn anstatt dem Kettenbrach der kte 
Nähemngswert gesetzt wird, ist also jedenfalls kleiner 
als der Unterschied des kten und k-|- Iten Näherangs- 
wertes, also • kleiner als und somit um so mehr 

1 
<^, oder: 

k 

Der Fehler, den man begeht; wenn man 
an Stelle eines Kettenbruchs einen Nähe- 
rungswert setzt, ist kleiner als eins, divi- 
diert durch das Quadrat des Nenners des 
Näherungsbruches, Die Näherungswerte 
schliessen also den wirklichen Wert des 
Kettenbruchs in immer engere Grenzen ein. 

r , 
4. Liegt der "Wert eines Bruches — zwischen zwei 

Näherungswerten eines Kettenbruchs, so müssen die 
Zahlen r und s grosser sein als die Zähler und Nenner 
dieser letzten Brüche, denn wir haben z. B. für un- 
gerade k: 

Z M z z z z ^ 

^k ^ r ^k+i , k ^k-fi . '^k r 

— > — > — '— , also '— > — oder 

\ « Vi ^ Vi ^ « 

1« \-^~°k'^ 1 \'^~°k*^ 

> , also — — > 



k k+i k k+i 

\ r \-8 — »k-r 

Aus — > — folgt aber, dass > ist, 

n^ s n^.s 

d. h. der Zähler des letzten Bruches ist entweder > 1 

und somit > — . Ist dies aber der Fall, so muss 

°k+i « 



Unendliche Eettenbrüche. Irrationalität derselben. 13 
8 > n^ , , sein , und da — !> ist , so ist auch 

Ist k gerade, so erleidet der Beweis unwesentliche 
Aenderungen. Durch die Näherungswerte ist 
also der Kettenbruch durch kleinste Zahlen 
so genau als möglich ausgedrückt und na- 
mentlich kann ein Näherungswert nicht 
vereinfacht werden. 

§ 5. Terwandlung eines Kettenbruchs In eine Reihe. 

Es ist: 



8 



z z 

k __ k-1 __ , 



\ \-l ~ ^k • °k-l 

Ist aber — der letzte Näherungswert des Kettenbruchs, 

k 
d. h. der Wert q desselben, so folgt durch Addition 

dieser Gleichungen: 

n^ ^ n, n^n, n,n^ n.n, ~ »k-i ' \ 

§ 6. Unendliche Kettenbrttche. Irrationalität derselben. 

1. Setzen sich die Teübrüche eines Kettenbruchs 
unbegrenzt fort, so heisst der Kettenbruch ein unend- 
licher. Bilden die Nenner der Teübrüche: von .einem 
bestimmten ab Perioden« so ist der Keitenbru^h ein 
periodischer. Es heisst reinperig^^ifioli, we&n 
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die erste Periode mit dem ersten Teilnenner, nnrein- 
periodiBch, wenn sie sp&ter beginnt. Solohe Ketten- 
brüche sind IS. B.: 

1 : (1, 2» 3) 5, 7j 3, 1| 4, . . • .) nnendl. nicht periodischer 

Kettenbruch, 

(1 : 4, 5, 2, 3| 2, 3, 2, 3, . . . .) nnendl. unreinperiodischer 

Kettenbruch, 

(1 : 2, 3, 5, 2, 3, 5, 2, 3, 5, . . . .) nnendl. reinperiodischer 

Kettenbmch. 

2. Von jedem periodischen Kettenbmch können 
wir stets den Wert berechnen. Um z. B. den Wert 
des Kettenbruchs (1 : 1, 2, 1, 2 . . .) zu finden, setzen 
wir diesen Wert =x und erhalten die Gleichung 

1 , 2+x ^ ^ 

x=-7- , 1 oder . =x, x = V3— 1. 

i +T+X ^+" 

Ist der Kettenbruch unreinperiodisch, so berechnen 
wir zuerst den Wert des Kettenbruchs von der ersten 
Periode ab und entwickeln dann die Näherungswerte. 

So wird z. B.: 

4-1 



4 +^ J_ ~4+K3-l 3 + ^3 

^ 2 +... 

= -i-(3-K3). 

3. Der Wert eines Kettenbruchs in unter den in 
§ 1, 2 gegebenen Beschränkungen stets kleiner als eins. 
Setzen wir nun: 
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n 

V 



«1 _ 



1_ 

a 



r+2 

80 haben wir 



+ - 



+ ... 
1 



a 



r+l 



+ 



r+« 



+ ... 



u 

V 



1 



a 



r + 



u. 



r-f-S 



u. 



+... 



V — u . a 



u 



oder da beide 



Brüche nicht vereinfacht werden können Vj = u und 

, also V, = Uj etc. Wir können also 



Vt — u. 



die Beihe 



u 

V 



u. 



u« 



u, 



'1 ' « Vi 

ersetzen durch die andere Keihe 



u u. 



u. 



u u. 



u. 



u 

V 



nach obigem 



"1 "t 

Nun müssen aber die Brüche 

echte Brüche sein, d. h. wir haben 

v>u>u, >u,>03 .... . 
oder die Zähler und Nenner der obigen Brüche bilden 
eine Keihe von Werten, die abnehmen. Wäre nun der 
Wert eines unendlichen Kettenbruchs von einem be- 
stimmten Teilbruch abgenommen rational, d. h. also 
u und y endliche rationale Zahlen, so müssten die fol- 
genden Werte u^ n, u, . . . der GrenzB Null sich nähern ; 
somit aber wäre der Kettenbruoh kein unendlicher mehr, 
oder mit anderen Worten ein unendlicher Kettenbruch 
kann von einem bestimmten Teilbruch ab nicht durch 
einen rationalen Bruch dargestellt werden, und damit 
ist dies auch für den Kettenbruch selbst nicht möglich. 
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Jeder nnendlicbe Kettenbrach ist also irra- 
tional. 

4. Ans § 56 folgt ferner^ dass ein solcher un- 
endlicher Kettenbrach stets einen endlichen Wert hat, 
d. h. konvergent ist. 

§ 7. Yerwandlnng einer Qnadratwurzel in einen 

Kettenbmch« 

Das hierbei in Anwendung kommende Verfahren 
möge ein Beispiel zeigen. Es sei ysi in einen Ketten- 
brach zu verwandeln. 

Die /3l liegt zwischen 5 und 6^ kann also durch 
5 und einen echten Bruch dargestellt werden. In diesem 
multiplizieren wir Zähler und Nenner mit y31-h5 und 

erhalten daraus y^^. 

(l/3r+ 5 liegt zwischen 10 und 11 } 6 ist also einmal 
in dem Zähler enthalten.) 

_ . |^ + 1 _. ■ /3l-4 _ ■ _3 , J_ 

*«- 5 ^^ 5 ^^V31+4 ^x,' 

»»=—3 — ^^+ 3— =^+y3rT5-^+i7' 

''«* 2 **+ 2 -^^m + 6~ ^ X,' 

_ /3i+5 _, ^31-4 3 1 5_ 3 , J_ 
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^- 6 -^ + "—6 -^ + m + 5-^+X3' 

/31+5 .^^ /ST — 5 ,^ , 6 1 

'« = -1 =^Q+" ^^-=^^+y3^ +5^^Q^V 
Esistalso^'3^=5 + (1:1, 1, 3, 5, 3, 1, 1, 10, 1, 1,3,5,3,...). 

2. Zerlegt man den Teilnenner 10 in 5H~5y so 
nimmt der Ausdruck für 1^ die Form 5 + 1 : 1> 1> 3, 5, 
1, 1, b-{-6f 1, 1, 3, 5, 3 . • • • an. 

Die so erhaltenen Teilnenner bilden symmetrische 
Perioden, und zwar ist der letzte Teilnenner der Periode 
(10 in obigem Beispiel) stets gleich der doppelten 
ganzen Zahl, die vor dem Kettenbruch steht. 

Jede Quadratwurzel in einen Kettenbruch ver- 
wandelt liefert einen solchen periodischen Kettenbruch. 
Diese Kettenbrüche sind für die Auflösung der sogen. 
Pellschen Gleichung x' — Ay' = l in ganzen Zahlen 
von Bedeutung, doch können wir hierauf nicht eingehen. 



IL Kapitel. 

DIophantlsche Gleichungen. ^ 

§ 8. Definition der diopliantischen Gleichungen. 

1. Ist irgend eine Gleichung, etwa 3x+2y = 7, 
mit zwei Unbekannten gegeben, so genügt diese nicht 
zur Bestimmung der Unbekannten x und y. Wir 

> Diophantos von Alezandrien (ca. 860 n. Chr.)} nach dem diese 
Gleichungen benannt sind, gab ein Werk über unbest. Gleichungen 
zweiten und höheren Grades heraus. 

S p r e r , Niedere Analysis. 2 
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können vielmehr für die eine dieser Unbekannten einen 
beliebigen Wert ansetzen und erhalten dann immer für 
die andere Unbekannte einen zweiten Wert. So erfüllen 
z. B. die obigen Gleichungen die Wertepaare 

x = 0, ^, 1, 2, 3 

13 1 

7 = 3-2", 2 — , 2, — , —1 u. 8. w. 

Unter den unendlich vielen Wertepaaren von x 
und y, die wir auf diese Art erhalten, können nun 
auch solche sein, für die sowohl x als auch y ganze 
Zahlen sind, und es ist gerade unsere Aufgabe, aus den 
obigen Wertepaaren diese ganzzahligen und unter diesen 
insbesondere wieder diejenigen auszuscheiden, die so- 
wohl für X als auch für y positiv sind. Ein solches 
Wertepaar für die obige Gleichung ist z, B. x = 1, y = 2. 

2. Sind mehr als zwei Unbekannte gegeben, so 
können wir zwei Fälle unterscheiden. Es können näm- 
lich zu deren Bestimmung eine oder mehrere Glei- 
chungen dienen. Unsere Aufgabe ist aber auch jetzt 
noch wesentlich dieselbe. 

§ 9. Die Auflösnngsmethode von Enler. 

1. Ist irgend eine Gleichung des ersten Grades 
ax + by = c gegeben, so ist klar, dass wir zunächst an- 
nehmen dürfen, dass a, b und c ganze Zahlen sind 
und dass a, b und c keinen gemeinschaftlichen Teiler 
besitzen. Wäre letzteres der Fall, so könnten wir durch 
Division diesen Teiler ausscheiden. Es müssen aber 
auch die Koeffizienten a und b unter sich relativ prim 
sein, indem sonst auch c mit a und b einen Teiler ge- 
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meinsam haben müsste, wenn die Gleichung durch ganze 
Zahlen auflösbar sein soll. 

2. Um die von Euler angewandte Methode klarer 

^ .^T^'^P wollen wir dieselbe an einem bestimmten 
Beispiel in Anwenuux«^ ,— . 

Es sei die Gleichung 7x + lly = 47 auiauxw 

47— lly 5 — 4y 

Wir haben: x= ^ ^ =6 — y + ^— > Wir 

haben also die Division durchgeführt und einen Best 

5— 4y 

— = — erhalten. Soll x eine ganze Zahl sein, so muss 

aber notwendig auch dieser Best eine solche sein, d. h. 
setzen wir denselben =z, so erhalten wir eine neue 
diophantische Gleichung 5 — 4 y = 7 z oder 4y + 7 z = 5, 
in der die Koeffizienten von z und y kleinere Zahlen 

sind. Aus dieser Gleichung erhalten wir wieder: 

5~7z , l-3z 

y = z = 1 — z H = 1 — z + u, wo u eben- 

4 4 

falls eine ganze Zahl sein muss. Die neue diophan- 
tische Gleichung u = — j — liefert wieder 

3z + 4u=l, z= ^ — = — uH g— . 

Setzen wir in letzterem Bruch für u den Wert 1, 
so erhalten wir z = — 1 und hieraus y=l — z4-u = 3, 
x=6 — y + z = 2. 

Unsere Methode bezweckte also, aus der ge- 
gebenen Gleichung eine andere abzuleiten, 
die kleinere Koeffizienten hatte, aus dieser 
wieder eine mit noch kleinern Koeffizienten, 

bis wir zuletzt auf einen Bruch — - — kamen, 

o 
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der für u=l eine ganze Zahl wurde. Wir hätten 

hierbei natürlich für u auch z. B. den Wert 4 wählen 

können. Wir wären auch etwas rascher zum Ziele ge- 

T» • 1 — 3 z fc^^-xr-tren Wert 
kommen, wenn wirz^^Bj 

^^^^^nTgenommen hätten« Auch hätten wir y = 

l'4~z 

= 1" — 2zH ■: — setzen können. Letzteres wäre eine 

4 

ganze Zahl geworden für z = 3 oder z = 7 u. s. f. 

Haben wir in der abgeleiteten Gleichung eine 
Wurzel gefunden, so finden wir rückwärts die Lösung 
der gegebenen Gleichung. 

3. Sind auf diese Art für x und y zwei zusammen- 
gehörige Werte a und ß bestimmt worden, so ist es 
leicht; aus diesen unendlich viele andere solche Werte- 
paare abzuleiten, die alle die Gleichung ax-[-by = c 
befriedigen. Solche Werte sind allgemein 

x = a+bk, J = ß — ak, 

wo k eine beliebige ganze Zahl ist; wie wir sofort 
durch Einsetzen dieser Werte in die gegebene Gleichung 
sehen. Geben wir k alle möglichen Werte von — oo 
bis -\-cOf so erhalten wir alle ganzzahligen Wurzel- 
paare, welche die Gleichung befriedigen. 

So erhalten wir für obige Gleichung 

x = 2 + llk, y = 3 — 7k. 

Soll hierbei x und y positiv sein, so muss k notwendig 
Null sein, d. h. x = 2, y = 3 ist das einzige Paar po- 
sitiver Wurzeln der Gleichung. Andere ganzzahlige 
Wurzeln sind z. B. in folgendem Schema enthalten. 
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k— ^ 


— 4 


— 3 


— 2 


— 1 





1 


2 


» 


4 


5 


6 


X 


— 42 


-81 


— 20 


— 9 


+ a 


+ 18 


+ 24 


65 


46 


67 


6H 


y — 


+ 31 


24 


17 


10 


8 


— 4 


-11 


-U 


— 25 


— 32 


-89 



§ 10. Auflösung durch Kettenbrüche. 

1. Um die Gleichung ax — by = l für a<b aufzu- 

a 
lösen, verwandelt man den Bruch -r- in einen Ketten- 

brnch und sucht den vorletzten Näherungswert desselben, 



z 



der — sein möge. Der letzte Näherungswert ist dann 

-7- selbst. Dann ist immer: an — bz=--+l, und wir 
b — 

haben offenbar für x und y entweder die Wurzeln 
x = + n) y^ + z oder x = — n, y = — z. 

Sei z. B. 23 X — 37 y = — 1 aufzulösen, so findet 

23 
man ^ = (1 : 1, 1, 1, 1, 1, 4). Daraus die Näherungs- 



37 

^erte i- -L A 
1 ' 2 ' 3 ' 
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Der vorletzte 



5 * 8 ' 37' "'^ 8 

giebt das Wertepaar x = ^, y = 5 oder allgemeiner 

x = 8 + 37k, y = 5 + 23k. 

2. Ist die Gleichung ax+by = l gegeben, so er- 
halten wir für a<b, ebenso x = + 'i| y = — z oder 
x = — n, y = + z. 

3. Wenn endlich die Gleichung ax+by = c auf- 
zulösen ist, folgt, abgesehen vom Vorzeichen, x=nc, 
y=zc. 

4. Ist a>b, so verwandelt man 
Kettenbruch und verfährt ebenso. 



a 



in einen 
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5. Diese Auflösung lässt sicli r.och wie folgt ab- 
ändern^ Es sei 13x+5y = 41 aufzulösen. Der vor- 

5 2 

letzte Näherungswert von t^ ist -v-. Setzen wir 

16 5 

5x + 2y = k, so liefert die Auflösung der Gleichungen 
nach z und y sofort: 

x = 82 — 5k 

y = -205+ 13 k. 

§ 11. Zwei Gleichungen mit drei Unbekannten. 

1. Es seien z. B. die Gleichungen 

ax + by + cz = d und 9k^x-\-\y-{-c^z = d^ 

gegeben. Man kann aus diesen eine Unbekannte aus- 
scheiden und erhält dadurch eine Gleichung des ersten 
Grades^ die nur noch zwei Unbekannte enthält. Scheidet 
man etwa z aus, und findet x = o + ajk, y = /?+/?ik, 
so setzt man diese Werte in die eine der gegebenen 
Gleichungen ein und erhält dadurch eine neue Gleichung 
zwischen k und z. Diese nach k und z aufgelöst, giebt 
die Lösung. 

2. Beispiel. 

4x+3y + 2z = 16, 5x + 6y + 7z = 38. 

y eliminiert, giebt 3x — 3z = — 6 oder x — z = — 2* 
Hieraus durch Erraten x = 0, z = 2 oder allgemein 
x = k, z = 2 + k. Setzt man diese "Werte in die erste 
gegebene Gleichung ein, so findet man: 6k + 3y=12 
oder 2k + y = 4, k=l + u, y = 2 — 2u, und hieraus 
x=l + u, z = 3 + u. 

Giebt man u alle möglichen ganzen Werte, so er- 
hält man z. B.: 
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• 


u— —3—2—1012 3 4 5 6 


x= —2 —1 1 2 3 4 5 6 7 


y— 8 6 4 2 0—2—4—6—8 10 


z— 0123456 78 9 



Sollen X, y und z positiv sein, so giebt es nur die 
'W3rtegruppen , die zu u = — 1, u = und u = l ge- 
höien. 

§ 12. Eine Gleichung des ersten Grades mit drei Un- 
beliannten. ax + by + cz = d, 

1, Soll eine solche aufgelöst werden, so dürfen auch 
in dieser die Werte a, b, c keinen gemeinschaftlichen 
Teiler oesitzen, der nicht auch in d enthalten ist. Die 
Lösung selbst enthält in den Ausdrücken für x, y und 
z zwei Unbestimmte. Ein Beispiel wird auch hier den 
Gang der Lösung am besten zeigen. 
5x+9y-2z = 17, 



17 + 2z— 9y 
x = ^ 

5p = 2 + 2z— 4y, 

2z + 2— 5p 

y= -A — ^- 



= 3-y + 



2 + 2z— 4y 



=3-y+p 



= -p + 



2 + 2z— p 

4 

P 



=— p+q» 



4q = 2 + 2z— p, z = 2q— 1 + -^, p = 2r, 

z = 2q + r — 1, y = q — 2r, x = 4r — q+3. 

Hierbei sind r und q beliebige ganze Zahlen. Setzt 
man z. B. q = l, r=2, so erhält man x=10, y=— 3, 
z = 3. 

2. Sollen nur ganze positive Werte für die Un- 
bekannten bestimmt werden, so bedarf dies beinahe 
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immer einer besondern Untersuchung. Wählen wir zu- 
nächst q negativ, so müsste, damit y positiv ist, auch 
r negativ sein. Für q = gehen die Wurzeln über in 
x = 4r + 3, y = — 2r, z = r — 1, d, h. es müsste aucl 
r wieder negativ sein, da sonst y negativ würde, q kam 
also nicht negativ und auch nicht = sein. In beiden 
Fällen wäre sonst z negativ. Ist dagegen q>0, so 
giebt es für jeden Wert q immer ganze positive Wtf*te 
für die Unbekannten x, y und z, die die Gleichung 
befriedigen. So haben wir z. B. für q = 2^ fir x, 
y und z die Werte x — 4r-|-l, y = 2 — 2r, z = 5 + r, 
es muss dann also r = oder = + 1 sein, damit die 
drei Werte der Uhbekannten positiv sind. Bir die 
Wurzeln selbst erhalten wir z. B. so die Wertegruppen : 



q~ 


1 


2 


2 


3 


3 


4 


4 


5 


5 


6 


6 


i 


7 


7 


r — 








1 





1 


1 


2 


1 


2 


1 


2 


3 


1 


2 


X — 


2 


1 


5 





4 


3 


7 


2 


6 


1 


5 


3 





4 


y = 


1 


2 





3 


1 


2 





3 


1 


4 


2 





5 


3 


z = 


1 


3 


4 


5 


6 


8 


9 


10 


U 


12 


13 


14 


13 


11 



§ 13. Bationale pythagor. Dreiecke. x" + y" = z*. 

1. Es ist x' = z'— y' = (z + y) (z— y). Setzt man 

m n m* + n* 

z + y = — .X, z — y = — .X, so ist z = — rr X, 

•^ n ' "^ m ' 2m. n 

m' — n' 

y = —TS X. Hieraus erhält man die ganzzahligen 

zm . n o o 

Lösungen x = 2mn, y = m* — n', z = m' + n'. 

Solche rationale ganzzahligen Wurzeln der Glei- 
chung x' + y* = z* sind z. B. gegeben duröh: 



Rationale pythagor. Dreiecke. 
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ra = 


1 


1 


1 


1 


1 


2 


2 


2 


3 


n — 


2 


4 


6 


8 


10 


3 


5 


7 


4 


X — 


4 


8 


12 


16 


20 


12 


20 


28 


24 

* 


y = 


3 


15 


35 
37 


63 
65 


99 
101 


5 


19 


45 


7 
25 


z — 


5 


17 


13 


29 


53 



Wir haben hierbei m und n nicht beide ungerade 
oder gerade und relativ prim angenommen. Aus jeder 
Lösung gehen deren unzählige hervor (durch Multi- 
plikation mit einer beliebigen ganzen Zahl). Irgend 
drei Wurzeln x, y, z der obigen Gleichung können als 
Seiten eines rechtwinkligen Dreiecks aufgefasst werden. 

Anmerkung. Ein weiteres Eingehen anf die Glei- 
chungen des zweiten und höheren Grades müssen wir uns 
hier versagen, da dieselben doch mehr ins Gebiet der Zahlen- 
theorie fallen. Im Üebrigen verweisen wir auf E u 1 e r s 
Algebra (und zwar hauptsächlich auf die späteren 
französischen Ausgabe n), in der eine Menge von 
Beispielen solcher Gleichungen des zweiten und höheren 
Grades behandelt sind. 
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II. Abschnitt. 

Eombinationslelire. Determinanten. 

IIL Kapitel. 

Kombinationslehre. 

§ 14. Aufgabe der Kombinationslehre. Elemente. 

Grnppen« Einteilnng. 

1. Die Kombinationslehre behandelt die Gesetze, 
nach denen eine gewisse Anzahl von Einzeldingen oder 
Grössen ohne Rücksicht . auf ihre Beschaffenheit sich 
zusammensetzen lassen. Diese Einzeldinge führen die 
Bezeichnung Elemente und werden durch Ordnungs- 
zahlen (Buchstaben oder Ziffern) bezeichnet. 

2. Mehrere zusammengestellte Elemente bilden eine 
Gruppe oder eine Komplexion. So istabc eine 
solche aus den Elementen a, b und c; ebenso 4132 von 
1, 2, 3, 4. 

3. Die Kombinationen selbst zerfallen wieder in 
Fermutationen, Kombinationen im engern 
Sinne und Variationen. 

Permutationen. 

§ 15. Bildung und Anzahl der Fermutationen ans lauter 

yerschiedenen Elementen. 

1.2.3.4 = 41 1.2.3...n = n! F(n) = nl 
1. Eine Anzahl Elemente permutieren oder 
umstellen heisst, dieselben in alle möglichen Beihen- 
folgen bringen. So sind die Fermutationen von 
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a, b, c: abc acb bac bca cab oba 

1, 2, 3, 4: 1234 2L34 3124 4123 

1243 2143 3142 4132 

1324 2314 3214 4213 

1342 2341 3241 4231 

1423 2413 3412 4312 

1432 2431 3421 4321. 

2. Alle Fermutationen , die mit demselben Ele- 
ment beginnen^ bilden eine Ordnung, die mit 2 oder 
3 oder mehreren gleichen Elementen beginnen, eine 
Unterordnung. Folgen in einer Fermutation die 
Elemente nicht in ihrer natürlichen Reihenfolge, so 
bilden sie eine Inversion. So enthält 2413 die In- 
versionen 21, 41, 43. Die Anzahl aller möglichon Fer- 
mutationen aus n Elementen wird mit F (n) bezeichnet. 

3. Um die Fermutationen der Elemente 1, 2, 3, 4, 5 
zu erhalten, gehen wir aus von den Fermutationen der 
Elemente 1, 2, 3, 4 und setzen das Element 5 sowohl 
vor als nach den einzelnen Fermutationen, sowie auch 
zwischen je zwei Elemente jeder Fermutation von 1, 2, 
3; 4. So erhalten wir z. B. aus 3214 die Fermutationen : 

53214 35214 32514 32154 32145« 

4. Als Anzahlen der möglichen Fermutationen er- 
giebt sich hieraus sofort: 

P(0) = l = ll F(4) = 4.F(3) = 1.2.3.4 = 4! 

F{2} = 1.2 = 2! F(5) = 5.P(4) = 1.2.3.4.5 = 5I 
F(3) = 1.2.3 = 3! F(6) = 6.F(5) = 1.2.3.4.5.6 = 61 

F(n) = 1.2.3.4.5...n = n! 
Das abgekürzte Frodukt n! wird nFakultät 

gelesen. 
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§ 16. Permutationen aus teilweise gleichen Elementen« 

TJm die Anzahl der Permutationen aus Elementen 
SU bilden, die nicht alle verschieden sind, z. B. aus 
1, 1, 1, 2, 3, 4 versehen wir die gleichen Elemente zu- 
nächst mit Indices 1^ 2, 3 und denken uns jetzt aus 
Ij, Ij, Ij, 2, 3, 4 die Permutationen gebildet. Deren 
Anzahl ist 6 ! Greifen wir unter diesen Permutationen 
irgend eine heraus, etwa 1^ 4 3 1^ 5 1,, so sind unter den 
übrigen noch fünf andere, l^ 4 3 lg 5 1,, 1^ 4 3 1, 5 1,, 
I343I35IJ, 18431,512 und I343I25I1, die sich von 
der ersten nur durch die Stellung der Indices unter- 
scheiden, oder sehen wir von diesen Indices wieder ab, 
so sind unter den 6! Permutationen je 31 unter sich 
gleich. Die Zahl 6! ist also durch 3! zu dividieren 
und wir erhalten, wenn wir die Anzahl der möglichen 
Permutationen der obigen Elemente mit P'(6) bezeich- 

6! 
nen P'(6) = -öj- und allgemein, wenn unter n Elementen 

ul 
a gleiche sind P'(n) = — '-. Sind noch ß andere Ele- 
mente und ebenso / weitere Elemente je unter sich 

n! 
gleich, 80 folgt ganz ebenso allgemein P'(n) = — j— ^^— . 

§ 17. Permutationen in lexikographisclier Anordnung^. 

1. Sind die Elemente Buchstaben und sind die Per- 
mutationen wie die Wörter eines Lexikons (oder wenn 
die Elemente Zahlen sind ihrem Werte nach) geordnet, 
80 heisst die Anordnung lexikographisch. 

2. Um die Permutationen in dieser Anordnung zu 
bilden, können wir von der Permutation 12345 (z, B, 



Bildung einer bestimmten Permntation. 
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bei fünf Elementen) ausgehen und dieselbe von rechts 
nach links durchlaufen,, bis wir auf zwei Elemente 
stossen, die mcb^-^ Inversion stehen. Dies sind hier 
die El^jy^^'^'^ ^ ^^^ ^- ^ setzen wir an Stelle von 4 
uiia erhalten so 12354. Verfahren wir hier ebenso, 
so erhalten wir als erstes Paar von Elementen, die nicht 
in Inversion stehen, 34. An Stelle von 3 setzen wir 
4 und lassen die übrigen durchlaufenen Elemente in 
ihrer natürlichen Keihe folgen, erhalten also 12435. 
Hieraus finden wir 12453, dann 12534 etc. Dieses 
Bildungsgesetz gilt auch für den Fall, dass die Ele- 
mente teilweise gleich sind« 



§ 18. Bildung einer bestimmten Permntation in 
lexikograpliischer Anordnung« 

1. Beispiel. Die 329. Permutation von 1, 2, 3| 
4; 5, 6 zu bilden, 

329 





Zahl der vorangehenden 


Voran- 






Elemente 


Permutationen 


gehende 


Element 


Rest 




in den Ordnungen 


Ordnungen 






123456 


329:5! (120) 


2 


3 


89 


12456 


89:41 (24) 


3 


5 


17 


1246 


17:31 (6) 


2 


4 


5 


126 


5:2! (2) 


2 


6 


l 


12 


1:11 (1) 





1 


l 


2 


1:0! (1) 





2 


1 



Die 329. Permutation ist 354612. 

Wir finden zunächst, dass die gesuchte Permutation 
in der dritten Ordnung zu suchen ist, indem jede Ord* 
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nung 5! oder 120 l'ermutationen enthält und 120 Bwei- 
inal in 329 enthalten ist. Das erste Element ist also 3. 
Unsere Aufgabe ist jetzt die, von don Permutationen 
der Elemente 1, 2, 4, 5, 6 die 89. zu snok/^Q, Yqj^ 
dieser erhalten wir wieder als erstes Element 5 u. s. i/v. 
Führt die Division auf eine ganze 'Zahl ohne Best, so 
ist die nächst kleinere Zahl zu nehmen. 

2. Beispiel. Die 367. Fermutation von abbbccd 
zu bestimmen. 









367 


Elemente 


Zahl der Permntationen 


Hiervon gehen 
Permutationen 








in den Ordnungen 


voran 


9 


CO 


abbbccd 


60+180+120+60 


60+180+120-360 


d 




abbbcc 


10 + 30 + 20 





a 




bbbcc 


6 + 4 


6 


c 




bbbc 


3 + 1 





b 




bbc 


2 + 1 





b 




bc 


1 + 1 





b 





Die 367. Fermutation ist dacbbbc. 

Es gilt hier gleichfalls das bei Beispiel 1 Bemerkte 
nur enthalten die einzelnen Ordnungen nicht mehr gleicl' 
viel Fermutationen« 



§ 19. BesÜmmmig der Stellnngr einer Permntation in 
lexikographischer Anordnnng* 

1. Beispiel. Zu bestimmen die wievielte Fer- 
mutation dafbec von abcdef ist. 



Bestimmung der Stellang einer Permntation. 

dafbeo 



31 



Elemente 


Element 


Voran- 
gehende 
Elemente 


Vo rangehende 
Permatationen 


abcdef 

abcef 

bcef 

bce 

ce 

e 


d 

a 
f 

b 

e 
c 


3 

3 

1 



3. 5! -360 
0.4!- 
3.3!- 18 
0.2!- 
1.1!- 1 
0.0!- 








zusammen 379. 



dafbec ist die 380. Permutation von abcdef« 
(Es gehen ihr voran 379.) 

2. Beispiel. Die Stellung der Permutation 321421 
v^on 112234 zu bestimmen. 

321421 



Elemente 


Element 


Zahl der Permntationen 
in den Ordnungen 


Hiervon gehen 
yoran 


112234 

11224 

1124 

124 

12 

1 


3 
2 
1 
4 
2 
1 


60+60 + 30 + 30 
12+12 + 6 
6 + 3 + 3 

2 + 2+2 

1 + 1 
1 


60+60-120 
12 = 12 

=0 
2 + 2 = 4 

1 =1 
- 








zusammen 137. 



321421 ist also die 138. Permutation von 112234. 

Das angewandte Schema bedarf m beiden Fällen 
kaum einer Erklärung. Bei einiger Uebung kann das- 
selbe bedeutend verkürzt werden. 
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Sollen von irgend einem Wort, z. B. amor die 
Permutationon bestimmt werden, so ersetzt man am ein- 
fachsten jeden Buchstaben des Wortes durch eine ZifFer, 
also a durch 1, m durch 2, o durch 3, r durch 4 und löst 
die betreffende Aufgabe an den Ziffern 1, 2, 3, 4 und 
ersetzt diese am Schlüsse wieder durch die entsprechen- 
den Buchstaben. 

Kombinationen und Yariationen» 

§ 20. Kombinationen ohne Wiederholung« 

C''(n) = ^^ * (" — ^) (^ — 2) * * * (^--P + 1) _ /n\ 

l«2*3*4*««p \P/ 

1. Kombinieren oder Zusammenstellen 
heisst, eine bestimmte Anzahl p von gegebenen n Ele- 
menten, ohne Bücksicht auf die B ei hen folge, 
zu verbinden. Die Kombinationen aus p Elementen 
bilden hiebei die pte Klasse und ihre Anzahl be- 
zeichnet man durch C^(n). So sind für die Elemente 
a, b; c, d die Kombinationen der 

1. Klasse (Unionen): a, b, c, d, 

2. Klasse (Amben): ab ac ad bc bd od, 

3. Klasse (Temen): abcabdacdbcd, 

4. Klasse (^Quaterne): ab cd. 

2. TJm die Anzahl der Kombinationen z. B. aus 
sechs Elementen zu bestimmen, geht man von den Uni- 
onen, also den Kombinationen der ersten Klasse, etwa 
1, 2, 3, 4, 5, 6 aus. Jede dieser Kombinationen ver- 
bindet man mit den übrigen fünf Elementen und erhält 
daraus 6 . 5 = 30 Gruppen, zu je zwei Elementen. Ver- 
bindet man auch hier jede Gruppe mit jedem der vier 
fehlenden Elemente, so ergeben sich 6.5.4 Gruppen zu 
drei Elementen , ebenso 6.5.4.3 Gruppen zu vier 
Elementen u. s. w. Alle diese Gruppen treten aber in 
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ihren sämtlichen Permutationen auf, d. h. man 'erhält 
die betreffende Kombinationszahl, indem man durch die 
entsprechenden Permutationszahlen die obigen Zahlen 
dividiert. Man findet also: 

All . . i i-in/ X (n.(n— l)(n— 2)...(n — p+1) /n\ 

Der abgekürzte Quotient 1 l wird n über 
p gelesen. 

§ 21. Kombinationen mit Wiederholung« 

Darf bei der Bildung einer Kombination ein Ele- 
ment mehr als einmal verwandt werden, so entstehen 
die Kombinationen mit Wiederholung. Die aus der 
dritten Klasse aus den Elementen 1234 sind so z. B.: 
111 112 113 114 122 123 124 133 134 144 
222 223 224 233 234 244 
333 334 344 
444 . 

Addiert man zu den Ziffern dieser K:oml)inationen 
die Ziffern 0^ 1, 2, so gehen dieselben über in die. Kom- 
binationen dritter Klasse ohne Wiederholung aus 6 Ele^ 
menten» nämlich in: 

S p r e r , Niedere Ar alysls S 
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123 124 125 126 134 135 136 145 146 156 

234 235 236 245 246 256 
345 346 356 
456 

Die Anzahl der Kombinationen der dritten Klasse 
mit Wiederholung aus 4 Elementen ist also 



(ni-®=^' 



Ganz ebenso erhält man aus den Kombinationen 
mit Wiederholung der pten Klasse durch Addition der 
Ziffern 0, 1, 2 . . ., p — 1 zu den einzelnen Elementen 
derselben die Kombinationen der pten Klasse ohne Wieder- 
holung aus (n + p — 1) Elementen. Die Anzahl der 
Kombinationen pter Klasse mit Wiederholung aus uEle- 

menten ist also ^CP(n) = ^^ + P "" A. 

§ 22. Tariationen. 

vV) = n-(n — l)(n — 2)...(n— p+l)una V(n)==n^ 

1. Bildet man aus den einzelnen Kombinationen 
sämtliche Permutationen, so entstehen die Variationen. 
Unter diesen unterscheiden wir wieder zwischen Va- 
riationen ohne Wiederholung und Variationen mit 
Wiederholung. 

2. Die Anzahl der Variationen ohne Wiederholung 
ergiebt sich sofort aus der Anzahl der Kombinationen 
ohne Wiederholung, es ist die Anzahl der Variationen 
pter Klasse aus n Elementen 

V(n)P=B.(n-l)(n-2)(n-3)...(n-p + l)=^^ 

3. Um die Anzahl der Variationen mit Wieder- 
holung zu erhalten^ geht man von den Variationen der 
ersten Klasse aus. Deren Anzahl ist n. Jede dieser 
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Variationen verbindet man mit jedem der n Elemente 
and erhält dadurch die Variationen der zweiten Klasse, 
deren Anzahl = n' ist. 

Jede dieser Variationen verbindet man mit jedem 
der n Elemente und erhält dadurch die Anzahl der Va- 
riationen der 3. Klasse = n'. Ebenso findet man ganz 
allgemein ''VP(n) = n^- 



§ 23. Eigenschaften des Binomialkoeffizienten* 

1. Es ist: 

(a + b)' 

=a"+ (J) ä"-\bV (^) . a-^ bV ß) . a-\«. ..+b". 

(Vergl. Sammlung Göschen, Algebra, § 30.) 

Sie Kombinationszahlen sind also nichts anderes 
als Binomial-Koefiäzienten. 

Führen wir für a° und b° noch die Koeffizienten f^j 
d { I ein, so crlialton wir, da f ) = ( ) = 1 i«^- 

(.+b)-=(^...+(;)»-i,+(5).-b'+...+(;).b- 

2. Setzen wir a = b = l, so erhalten wir: 

3. Setzen wir dagegen a = l, b = — 1, so wird? 

•=(s)-G)+(2)-s)+-±Ui)+e> 



nn 



\ p / 1.2.3... 
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4. Es ist 

l)...0a-p + 2) 

P 

_ n(n— l)... ( n — p+ 1) ii(D-~l)(n — 2) . (n — p + 2 ) 

p! + (p-l)l 

-"(°r)-ö+(p-.)- . 

Hieraus darch Addition: 

("r)=(p-i)+(p-M;-?)+-+(;=5)- 

5. Aus (l+x)°=H-[j)x + (°)x' + ... + (°)x« 

und ^.+t)ß=.ß+{ßy-^+(ßy-'+...+{^) 

folgt durch Multiplikation: 

=('+(?)^+("h-)(''+(?)^^'*®''"+---) 

Setzen wir in diesen beiden Ausdrücken die Koeffi- 
zienten der Potenzen von x einander gleich; so erhalten 
wir z. Bi: 

(°5O-+0(f)+©©+(3)0+-+(:)(f^ 

(a < ß). Hieraus: 
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and 



IV. Kapitel. 

Determinanten. 

§ 24. Definition der Determinanten. 

1. Sind uns etwa die folgenden 16 Grössen 
aja, a,a^ bj b, b, b^ c^ c, c, c^ d^ d, dg d^ 
gegeben und bilden wir aus diesen Grössen Produkte, 
welche vier Faktoren enthalten, und kommt in jedem 
dieser Produkte jede der Grössen a, b, c, d und jeder 
der vier Indices 1, 2, 3, 4 vor, so erhalten wir im 
ganzen 24 solcher Teilprodukte. 

Diese Teilprodukte lassen sich alle aus dem Pro- 
dukt a, b, c, d^ dadurch ableiten; dass wir die Per- 
mutationen der Indices 1, 2; 3) 4 bilden. Dies ge- 
schieht; indem wir je einen der Indices mit einem an- 
deren vertauschen. Aendem wir noch bei jeder dieser 
Yertauschungen das Vorzeichen, so erhalten wir: 

»1 \ <5, d^ — a^ b, C4 d, + a^ b, c^ d, 

— aj b, c, d^ + a^ b* c, d, — a^ b^ C3 d, 
+ »« \ C3 dj — a, b^ Cj d, + a, b, c^ d^ 

— a, b, c* dj + a* bj c^ d, — a, \ Cg d* 
+ », bj c, d^ — ag bj C4 d j + a, b, c^ dj 

— a, b, Cj d^ + »3 b* Cj d, — a, b^ c, d, 
+ a4b,c,d, — a^bjCjdj + a^bjCjdg 

— a* b, C3 dj + a* b^ c, d, -— a^ b^ c, d. 
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2. Diese Summe von 24 Produkten nennt 
man eine Determinante und bezeichnet sie 
abgekürzt durch: 



J = 



a. 



a. 



a 



a. 



b. k 



8 -* 

b. b. 



d, d, d, d* 



= (a b c d) 



'1 .2 ^8 

= ^ + aj b, c, d^ . . • 

3. Jede der Grössen a, b, c, d heisst Glied oder 
Element. Die Anzahl der Glieder ist 16 und all- 
gemein n'. 

Die Glieder a und ebenso die Glieder b, 
c und d bilden je eine Horizontalreihe, die 
Glieder mit gleichen Indices eine Yertikal- 
reihe der Determinante. Die Determinante selbst 
heisst Ton der 4ten Ordnung oder vom 4ten Grade. 

§ 25. Bestimmung des Torzeichens feines Teilprodnkts. 

1. Auf das Yorzeiöhen eines Teilprodukts einer 
Determinante ist nur die Anzahl der Yertauschungen 
bestimmend, die nötig sind, um es aus dem ersten Glied 
abzuleiten. Soll so z. B. von dem Teilprodukt a^ b, c, d, e« 
einer Determinante 5ter Ordnung das Vorzeichen be- 
stimmt werden, so bilden wir aus 5 3 12 4 die fol- 
genden Fermutationen : 

13524 12534 12354 

12 3 4 5. 
Um das gegebene Produkt zu bilden, 
waren also eine gerade Anzahl von Yer- 
tauschungen nötig, und das Yorzeichen des- 
selben ist also positiv. 
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2. Bilden wir aus dem Produkte a, \ o^ einer 
Determinante 3ter Ordnung durch cyklische Ver- 
tauschung die neuen Produkte a^ b, c^, a, b, Ci, so sind, 
um jedes Produkt in das vorangehende überzuführen^ 
2 Yertauschungen nötig, also haben alle drei Produkte 
dasselbe Vorzeichen und zwar das Vorzeichen — . 

Durch cyklische Vertauschung der In- 
dices ändert sich also das Vorzeichen der 
Teilprodukte einer Determinante des 3ten 
Grades, oder allgemeiner: ungeraden Grades^ 
nicht. 

3. Ganz ebenso findet man^ dass durch cykli seh e 
Vertauschung der Indices bei den Teilpro- 
dakten einer Determinante gerader Ord- 
nung das Vorzeichen sich bei jeder Ver- 
taaschung ändert. So entstehen also z. B. aus 
+ »1 \ Cj d4 die Teilprodukte : 

— a^bjC^dj + fta^*^! ^a — »«^i^^jdj 
auf diese Art. 

§ 26. Berechnung der Determinante dritter Ordnung, 

1. Aus dem obigen ergiebt sich für die Berechnung 
der Determinante 3ter Ordnung die folgende E.egel: 



a. a. 



a„ 



b, K b 



8 



a. 



a. 



a. 



b. b<, bc 



Wir schreiben die Determinante zwei" 
mal nebeneinander, beginnen mit den Wer- 
ten a der ersten Determinante und lesen in 
der Richtung der Diagonale nach rechts 
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abwärts. Diese Produkte haben das Vor- 
zeichen 4~)<^lso: 

*i ^8 C3 + a, \ Cj + ag b| Cj, 
Hierauf gehen wir ans von den Werten a 
der 2ten Determinante und lesen wieder in 
der Bichtung der Diagonale, diesmal aber 
nach links abwärts und erhalten: 

— ^\^% — ^% \ c, — a, b, Cj . 
2. Beispiel: 



1 


4 


9 


1 


4 


9 


4 


9 


16 


4 


9 


16 


9 


16 


25 


9 


16 


25 



4 = + 1.9.25 + 4.16.9 + 9.4.16 — 1.16.16~- 
4.4.25— 9.9.9=— t. 



§ 27. Yertauschnng ron Horizontal- und Yertikalreihen. 

1. Aus der Definition der Determinante folgt un- 
mittelbar : 

Der Wert einer Determinante ändert 
sich nicht, wenn man alle Horizontalreihen 
mit allen Vertikalreihen vertauscht, d. b. 
die Determinante um eine Diagonale dreht. 
Es ist also z. B. : 



ai 


at 


»8 




\ 


\ 


\ 




Ci 


% 


^8 





a„ 



b. 






2. Ebenso erhalten wir: 

Eine Determinante ändert ihr Vor- 
zeichen, wenn eine Horizontalreihe (oder 
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Yertikalreihe) mit einer anderen Horizontal-; 
reihe (Vertikalreihe) vertauscht wird. 
Beispiel: 



1 
7 
5 



2 
4 
3 



3 

12 
1 



7 4 
1 2 
5 3 



12 
3 
1 



3. Sind in einer Determinante also zwei 
gleiche Horizontalreihen oder Vertikal- 
reihen enthalten, so ist ihr Wert stets Null, 
da durch eine Vertauschung keine Aende* 
rung in ihrem Werte eintritt. 

Beispiel: 

12 3 2 

4 3 7 3 

5 6 11 6 
7 3 3 



= 0. 



4. Unterscheiden sich zwei Horizontal- 
reihen (oder Vertikalreihen) nur durch einen 
besonderen Faktor, so verschwindet die 
Determinante gleichfalls. Dieser Faktor ist 
ofTenbar auch ein Faktor der ganzen Determinante und 
kann als solcher ausgeschieden werden, wodurch die 
Determinante zwei gleiche Beihen erhält, 

§ 28. Addition besonderer Determinanten« 
1. Haben zwei Determinanten derselben 
Ordnung alle Horizontalreihen oder Vertikal 
reihen bis auf eine gleich^ so wird ihre 
Summe erhalten, indem man die Elemente 
der ungleichen Horizontalreihen (resp. Ver- 
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»I 


b, c, 




a. 


b, c. 


+ 


». 


b. c. 





«. ßi y. 




«» \ »i 


= 


a» ^ Ci 





tikalreihen) addiert und die übrigen Reihen 
anverändert laset. 

»l + «l ^1 + ^1 Ci + ^i 

= a, b, c, 
a, b, C3 

Analoges gilt bezäglich der Subtraktion. 

2. In Verbindung mit dem in Nummer 3 und 4 
des vorigen Paragraphen Gefundenen folgt daraus 
wieder : 

Eine Determinante wird nicht geändert, 
wenn man zu jedem Element eine Reihe die 
mit konstanten Faktoren multiplizierten 
Elemente einer anderen oder auch mehrerer 
solcher anderer Reihen hinzufügt. 

Beispiel: 



12 3 

14 9 

1 8 27 

12 3 

1 4 9 

1 8 27 



+ 



1 2 3 

2 6 12 

1 8 27 

12 3 

12 3 

1 8 27 



1 2 3 
14 9 
1 8 27 



+ 0. 



3. Ebenso finden wir: 

Wenn die Elemente einerReihe, respec- 
tive gleich sind den Summen der mit kon- 
stanten Faktoren multiplizierten entspre- 
chenden Elementen anderer Reihen, so ist 
der Wert der Determinante Null. 
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Beispiel: 

i^a^+fia. 



+ 



«1 
b. 



b. = 



• 


^a. 


«j 


». 




ylb. 


b. 


b. 




4 c, 


«. 


«s 



^^8 



a. 



a. 



b. b. 



=^0. 






4. Damit ist die Möglicbkeit gegeben, alle 
Glieder einer Beihe bis auf eines zum Ver- 
schwinden zu bringen. Alsdann geht die Deter- 
minante in eine andere über, die um einen Grad 
niedriger ist. 



Beispiel: 



A = 



1 
2 
5 
3 



4 

2 
1 



8 
1 
1 
4 



12 
3 
2 
3 



10 
2—812 
5 -«.18 —3 — 1 

3 —11 2 —2 



Die 2te Yertikalreihe entsteht durch Subtraktion 
der Glieder der mit 4 multiplizierten ersten, die dritte 
ebenso durch Subtraktion der mit 2 multiplizierten 
Glieder der 2ten Yertikalreihe und die vierte endlich 
durch Subtraktion der Glieder der 2ten und 3ten Ver- 
tikalreihe, Setzen wir noch den Faktor — 1 vor die 
Determinante, so folgt daraus: 



J = — 



8 12 
18 —3 — 1 
11 2 —2 
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§ 29. Snbdeterininanteii. 
1. Unterdrückt man in einer Determinante 
eine Anzahl von Horizontal- und die 'glisiche 
Anzahl von Yertikalreihen, so ergiebt: sich 



eine Subdeterminante. 
minante 



»1 
a« 



So sind von der Deter- 



b* 



Ci 
^8 



^8 



z. B. die folgenden Determinanten Subdeterminanten 



«1 

a. 



d, b, 

^8 \ 

d, b. 



und 



a« 



Ca 



2. Bezeichnen wir die zum Werte a| gehörige 
Subdeterminante mit Oi, die etwa zu c, gehörige mit 
y^j Bo erhalten für die Berechnung einer Determinante 
^ = ^«i + *2«j + a8**8+. . .oder 

So ist z. B. 






a 



-a« 


b. c. 


+ \ 


0, a. 


+ c. 


a, b. 



'8 ''8 ^8 

3. Weiter folgt unmittelbar aus § 27, dass z. B. 
a,/?i + a,/?, + a^i?,+ ...=0 ist. 

So ist in Bezug auf die letztere Determinante 



a. 



+ b. 



'8 



a. 



+ c. 



a. 



= und 
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^ 



+ b, 



a 



'8 



+ c. 



»2 

a. 



= 0. 



Bei diesen ITnterdetermiDaDten ist zu beachten, 

dass die Keihenfolge der Buchstaben und Indices genau 

eingehalten wird. Diese Beihenfolge ist abc abc, so 

dass auf b also c und dann erst a folgt. Ebenso folgt 

auf 2 die Zahl 3 und auf diese die Zahl 1 bei der 

dreireihigen Determinante. 

• . • ' ' ' ■ ' 

§ 30. Multiplikation zweier Determinanten. 

1. Jede Determinante kann auf einfache Art in 
eine Bolcfae' höherer Ordnung verwandelt werden;' wie, 
zeigt am \ einfachsten ein Beispiel : 



a 


b 


] 

i 


c 


d 


t 


i 
1 







a 








b 
d 








1 








p 
1 



2. Werden zwei Determinanten der dritten Ord- 



nung 



a. 



a. 



und 



«1 

«8 



ß2 



yt 



mit einander multipliziert, so kann das Produkt als 
neue Determinante dargestellt werden und zwar ist 
dasöölbes' '-^ 

^i^i+\ßi+^iyiJ »lai+bift+Cj/,, aja3+bji?3+c,y, 
aj«i+b,ft+c,y„ a20,+b,ft+c,y„ ajCj+bj^j+c.yj 

*8 «i + ^s /^I+Cs /l > [% «S+bg ßi+^s yij »8 «8+^8 ßs+^a y» 

Zerlegen wir nämlich diese Determinante nach 
§ 28 in 27 andere Detisrminanten, so verschwinden von 
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diesen 21, und es bleiben nur noch sechs Determinanten 
übrig, die alle die eine Determinante zam Faktor haben. 
Setzen wir diesen Faktor vor eine Klammer, so ist 
dann der Klammerausdrack die zweite Determinante. 
Wir wollen, um den Gang des Beweises zu zeigen, uns 
auf ein Produkt zweier Determinanten 2ter Ordnung 
beschränken. 



a 
e 



b 
d 



ß 



+ 



ay, 
aa 

hß 
hö 



a 
7 

Ca + äß 
cy + d J 



+ 



ao + b^, ca + dß 

&y-\-hSf Cy-{-dS 

hß, ca-^dß 
b <5, Cy-{-d6 



Ca 
cy 

iß 



+ 



ay 



dß 

dy 



= + ad 



a 

y 



+ 

ß 

6 



hß 
h6 



cy 



bc 



+ = (ad — bc) 



ß 
6 



a 
c 



b 
d 



a 

y 

a 
7 



ß 
S 

ß 
6 



3. Sind die Determinanten nicht von derselben 
Ordnung, so werden sie zuerst in solche derselben 
Ordnung verwandelt. Sind die Determinanten höherer 
Ordnung als der dritten, so ist das Produkt von ana- 
loger Form. 

§ 31. Auflösung der linearen Gleichungen mit mehreren 

Unbekannten. 

1. Lösen wir die Gleichungen 

ajX + bjy + Cj=0 
a^x+b,y + c,=0 
nach X und y auf^ so erhalten wir: 
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\^% 



b,c, 



ftibi 






a,b,-a,b, 



b. c. 


• 


a, b, 




Cl b. 


• 


»1 \ 


b, 0, 


• 


a. b. 


«^^ 


c. b. 


• 


a, b. 


»1 »i 


• 


». t. 




a, c, 


• 


a, b, 


c, a. 


• 


at b« 




a, ct 


• 


a, b. 



2. Soll die Werte x and y noch eine dritte Glei- 
chung a8^"f"b3y + Cj = erfüllen, bo folgt; wenn wir 
die für x und y gefundenen Werte in diese Gleichung 
einsetzen unmittelbar : 



a. 



bi Ci 
bj Ct 



+ bs 



c, a, 
Cs ai 



+ c. 



a, b, 
as bs 



= 



oder: 



»1 
a< 
a. 



b. 



Ct 



= 0. 



stellt also die Be- 



'8 *'8 ^3 

Diese Determinante 
dingung dar, dass obige drei Gleichungen 
gleichzeitig giltig sind. 

3. Haben wir ebenso die Gleichungen 
a, x + b, y+Cj z + dj =0 
a,x + b,y + c,z + d, = 
a,x + b3y+C3Z + d3 = 0, 
so folgt aus diesen sofort, wenn wir dieselben als Glei- 
chungen für X und y allein ansehen: 

a^ b, CjZ + dj 

a, b, c, z -|- dj 

b, C3Z + d3 



z 



a. 



a. 



a. 



= oder: 



b, 



+ 



»1 
ai 

a. 






= 
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1 


»i 


b. d, 




*i 


b, c, 




• f2 = — 


»1 


b. d, 


• 
• 


^ 


b, c. 


• 




»s 


t, d. 




a. 


b, c. 




Und ebenso: 


t 








•1. 


b. c. 




«i 


b, c. 




X 


d. 


b, cj 


• 
• 


a. 


b. c. 




• 


d. 


\ c. 




a» 


\ c. 






»i 


d, c, 




«1 


!>. c. 




y = — 


ai : 


dj Ci 


• 
• 


a» 


b, c,' 


• 


- 


«.. 


d, C, 




:a. 


^8 Cj 





Soll also der Wert einer Unbekannten 
aus den obigen drei Gleichungen gebildet 
werden; so geht man ans von der Deter- 
minante der Koefficienten der Unbekannten. 
Die Unbekannte ist dann immer gleich dem 
negativen Werte eines Bruches, dessen Neu- 
ner diese Determin ante und dessen Zähler 
eine Determinante ist, die aus dem Nenner 
dadurch hervorgeht, dass die Koefficienten 
der Unbekannten durch die Absolutglieder 
der Gleichung ersetzt werden. 

4. Sind ausser den obigen drei Gleichungen noch 
eine vierte gegeben ; a^ x + b^ y + c^ z + d^ = 0, so Enden' 
wir für das gleichzeitige Bestehen dieser Gleichung 
wieder wie oben: 



«l 


b, 


Cl 


d, 


a, 


b. 


Ct 


d. 


a. 


b. 


c. 


d. 


*. 


b. 


c< 


d« 



= 0. 
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Hieraus folgt, dass die für drei Unbekannte an- 
gegebene Regel auch für vier Unbekannte und über- 
haupt allgemein gilt. 

5. Beispiel. 

3x + 5y — 13 = 
2x + 3z — 18 = 
2y— z— 1=0 



X=: 



13 5 

II 3 

1 2—1 



3 5 
2 3 
2—1 



= — 8: — 8 = 1 



y= 



z = 



3 
2 


3 
2 




13 

11 

1 

5 

2 




3 
1 

13 

11 

1 



3 5 

2 
2 

3 5 
2 
2 




3 
1 


3 
1 



=—16: — 8 = 2 



=—24: — 8 = 3^ 



> Deber eingehendere üntersnchungen vergl. etwa Hesse, 
Determinanten, oder Salmon-Fiedier , Algebra der linearen Trans- 
formation, oder Baltzer, Determinanten. 



Sporer, Niedere Analysis. 
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TIT. Abschnitt, 

Arithmetisclie Reihen höherer Ordnung. 
Figurierte Zahlen. Interpolation. 

V. Kapitel. 

Arithmetische Boihen höherer Ordnnng.' 

§ 32. Entstehnn^ der arithmetischen Reihen« 
Differenzenreihen« 

1. Setzt man in dem Ausdruck 

für X nacheinander die Werte 0, 1, 2, 3, . . . oder all- 
gemeiner die Glieder einer arithmetischen Reihe der 
ersten Ordnung, so erhält man Werte 

Jo» Vo y2» ya' y4 • * • 

welche eine arithmetische Reihe der nten Ord- 
nung bilden. 

2. Bezeichnet man mit Aj^ die Differenz y i ^ — y i 

so hat man 

4 yp = a. ((P + 1)"- P") + a. ((P + 1)" "'- P"-') + • . . 
= a'o P""' + a'. P°"' + a', P-' + • • • +a'„_,. 
Entwickelt man nämlich die Potenzen von (p -f- 1)> i 
so verschwindet das Glied mit p". Setzt man anstatt 
p wieder x, so folgt aus der Definition der arithmeti- 
schen Reihen unmittelbar, dass die Reihe der Dille- 

I 



1 Die ersten arlth. Reihen finden Bioh bereits in Stifels Arith' i 
mdtioa integrs. 
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-^y^, Aj,, Ay^y Aj^,... 
eine arithmetische E-eihe der Ordnung (n — 1) bilden. 

3. Bezeichnet man ebenso die Differenzen der auf- 
einanderfolgenden Glieder dieser Reihe mit 4*y, so er- 
hält man eine Reihe der Ordnung (n — 2) 

iVo; A'yi» 4'ya» ^'Ja» • • • 
Fährt man so fort, so kommt man zuletzt auf eine 

Reihe der ersten Ordnung, deren sämtliche Diff'erenzen 

gleich sind. 

4. Ist die Reihe z. B. gegeben durch y=2 x'-f-x*— x-|-l , 
80 erhält man daraus die 

Reihe der 3. Ordn.: 1 3 19 61 141 271 .. . und die 
I. Differenzenreihe: 2 16 42 80 130... 
IL Differenzenreihe: 14 26 38 50 62 .. . 
in. Differenzenreihe: 12 12 12 12 . . . 

5. Allgemein erhält man 

Yo Vi y« 7i y* (arithmetische Reihe), 

^y© ^yi ^y2 ^ys (^* Differenzenreihe), 

A^y^j A*yj A^y^ A^y^ .... (II. Differenzenreihe), 
A'Yo ^'yi A'y^ (UI. Differenzenleihe), 



§ 33. Bildung des allgremeinen Gliedes aus einer Reihe. 

1. Soll umgekehrt aus der Reihe der Ausdruck für 

das allgemeine Glied yx der Reihe bestimmt werden, so hat 

man zunächst die Ordnung der Reihe durch Bildung der 

Differenzenreihen festzustellen und erhält daraus für yx 

yx = aoX" + a^ x^-i + a,xn-2_j + ^n. 

Setzt man hierin für x die Werte 0, 1, 2, 3 . . ., 
so erhält man dann zur Bestimmung der Koeffizienten 
%f *n »s? »8» • • • *n> (^1 + 1) Gleichungen, indem man 
die erhaltenen Werte für yx den Werten der Glieder 
der gegebenen Reihe gleichsetzt. 
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2. Ist z. B. die Keihe 

1 3 11 31 69 131 223 .. . 
gegeben^ so erhält man die Ordnung der Reihe durcb 
Bildung der Differeozenreihen 

2 8 20 38 62 92... 
6 12 18 24 30... 
6 6 6 6 . . . 
Da die DiflFerenzenreihe 6, 12, 18, 24 . . . von der 
ersten Ordnung ist, ist die gegebene Reihe von der 
dritten Ordnung und das allgemeine Glied heisst dem- 
nach y^ = a^x' -|- *^i ^* + *a^ + *^8' "Setzt man hier 
X = 0^ 1, 2, 3, so erhält man die Gleichungen 
j^= 1= a. Subtrahiert man jede 

yj= 3 = a^ + *! + * *j + *8 dieser Gleichungen von 
y,= 1 1 = 8 a^j + 4 a^ + 2 a, + ^8 ^^^ nächstfolgenden, so 
y3i:=31 = 27ap + 9a^ + 3a^ + a3 erhält man: 

2= a^-l- £^1-1-^2* Hieraus ebenso; 
8= 7a, + 3a,+a, 
20=19a, + 5a,+a, 

6= 6a, + 2a, 

12=:12ao+2aj, 6 = 6ao, also: 
»0 = 1, aj = 0, a, = 1, a, = 1 und y = x» + x + 1. 

3. Zur Bestimmung der allgemeinen Glieder y 
dienen (n -\- 1) Glieder der Reihe. Es müssen dies nicht 
notwendig die ersten (n + 1) Glieder der Reihe sein, 
doch ist dann die Bestimmung von y nicht immer so 
einfach. 

§ 34. Ableitungr der allgemeinen Guedel* aus den 

Differenzenreihen. 

yx=yo + (i)4yo+g)^"y. + {3)4'yo + ...' 

1. Es ist 

yi=yo+^yo» 4y,= 4y^+4*yo» ^'yi='^*yo+^'yiü-.* 



1 Diese Formel für das alg. Glied gab Newton. 
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y,=y, + 4y„ 4y,=4y, + 4»y., ^•y,='^'yi + ^'y, 

y.=-y.+^y.> ^y,=^y.+4'y.. ^*y,='^'y, + 4*y„... 

Hieraus erhalten wir: 

y© ^^ y© 

yi-yo+^yo 

y,=y, + ^y,=yo+2^yo+^'yo 

y,=y.+^y,=y.+3^y.+34'yo+4'y. 

y4=^y. + ^y.=yo + 44yo + 64'y, + 4a»y„ + 4*yo 

• Allgemein 

y, = y. + {i) ^y. + (2) ^*y. + (3) ^'y* + • . . 

2. Um die Richtigkeit dieser Formel zu zeigen, 
wollen wir annehmen, sie gelte bis zu einem bestimmten z. 
Es ist dann: 

yx+i=yx+^yx 

=y. + (i) ^y. + (2) 4'yo+ (3)^*y.+.- 

+ ^y. + (i)4'yo+(2)^*y. + ... 
=yo+ft>yo+ft>'yo+Ct'>'yo+.. 

(Vergl. § 23.4). 

Gilt die Gleichung also für x, so gilt sie auoh für 
(x + 1). Da sie aber für x = 1, 2, 3, 4 gilt, so gilt 
sie auch für x = 5^ 6 u. s. w.; d. h. allgemein. 

3. Für das allgemeine Glied erhalten wir in dem 
Beispiel in § 33 auf diese Art 



yx = l + (l)2 + (2)-6 + (3)-6 = 



x* + x+l 
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§ 3ö. Summierang der arithmetischen Reihe. 

S, = AoX"+^ + Ai X» + A,x" -^ + . . . 

1. Aus der Definition der aritbrrietiachen Reihe 
und ihrer Diflferenzenreihen folgt unmittelbar, dass, wenn 
man die Summe der Glieder von y^ bis y mit S^^ be- 
zeichnet, die Werte der S^ eine Reihe der (n + l)ten 
Ordnung bilden, deren Anfangsglied man gleich wählen 
kann und deren erste Differenzenreihe die gegebene Reihe 
ist. Daraus folgt unmittelbar 

2. Man kann aber auch auf analoge Weise wie in 
§ 33 die Summe der Reihe bis zum xten Glied§ mit 

S^=A,x"+^ + A,x» + A,x'^-H . . . 

bezeichnen. Soll z. B. die Summenformel für die Reihe 
der dritten Ordnung 

1 8 27 64 125 .. . 
gefunden werden, so setzt man 

S^ = A,x* + A,x» + A,x^ + A3x + A, 
und erhält für x = 0, 1, 2, 3, 4 die Gleichungen 

S, = = A„ A,=0 

S, = l = A, + A,-f A, + A3 + A, 
S, = 9 = 16A, + 8A, + 4A. + 2A3 + A, 
S3 = 36 = 8lA, + 27Aj + 9A2 + 3A3 + A, 
S^ = 100 = 256A, + 64A, + 16A, + 4A3 + A,. 

Hieraus wie in § 33 
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8=l5Ao + 7Aj + 3A, + A, 
27 = 65A^+19Aj+5A, + A, 
64 = 175A, + 37A,+7A3 + A3 

7 = I4A^ + 6A, + 2A, 

19=:50A^ + 12A, + 2A, 12 = 36 A^ + BAj 

37=110Ao + 18Ai + 2A„ 18 = 60A,, + 6A„ alsoi 

6 = 24A^, 

Ao=-^> K^'Y' ^»"^T' ^»'^^' A^=0, und 

ßx = l» + 2» + 3» + ... + x»=^x* + yx» + -^x' 



=(5M-y)-. 



ä 36. Schlnssdifferenz. Multiplikation der Glieder 

zweier Reihen« 

1. Wie wir sahen, ist eine arithmetische Reihe ge- 
geben durch jj, = a^j x" + a^ x*^""^ + . . . + a . Wir fanden 
für die erste Differenzenreihe 
4y^ = a, ((x+l)»-x") + a. ((x + l)-l-x»-')+ . . . 

§ 32. oder: 

= n . a<,x°-' + a/x"-*+a,'x"-»+ . . ., 
wo a^', a,', a,' irgend welche Ausdrücke in den Koeffi- 
zienten a,, a,, a, . . . sind. Gleicher Art finden wir: 

aVx = »« • n • (n - 1) (n - 2) x"-'+ a."' X—« + , . . 
4Vx = a..n(n-l)(n-2)(n-3)x''-*+a^'^x-'>+... 



56 Arithmetische Reihen höherer Ordaang. 

Bezeichnen wir A'^y als Schlussdifferenz, so finden 
wir also, dass die Schlussdifferenz nur ab- 
hängig ist von dem Koeffizienten der höch- 
sten Potenz von x, welche in dem allge- 
meinen Glied y enthalten ist. Alle Reihen 
derselben Ordnung, für welche dieserKoeffi- 
zient derselbe ist, haben also auch die gleiche 
Schlussdifferenz. 

2. Folgerung. Die nten Potenzen der 
natürlichen Zahlen bilden einearith. ßeihe 
nter Ordnung mit der Schlussdifferenz n!, 
also die Quadratzahlen eine arith. Reihe 
der zweiten Ordnung mit der Schlussdiffe- 
renz 2!, dieKuben eine der dritten Ordnung 
mit der Schlussdifferenz 3! u. s. w. 

3. Setzen wir für x die Glieder einer zweiten Reihe 
y'^=bQxP4-b^x^"'^+ . . . mit der Schlussdifferenz d^ 
= p!bQ ein, so erhalten wir eine neue Reihe, deren all- 
gemeines Glied gegeben ist durch 

= 8„b„"x''«'+c.x"''-^ + ... 
Die Schlussdifferenz dieser neuen Reihe, ist wenn 
wir die Schlussdifferenz der gegebenen Reihe mit d 
bezeichnen 



(es ist a. = -^, b„ = ^). 



Hieraus folgt noch, dass ,. '^ eine ganze Zahl ist* 
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2. Andere Beispiele von konvergenten Beihen haben 
wir bereits oben angegeben (vergl. § 52). 

3. Bilden wir die reciproken Werte der natürlichen 
Zahlen, so erhalten wir die harmonische Beihe 

^ "*" 2 """ 3 "*" 4 "*" " * 
Diese Beihe ist divergent. Um dies zu zeigen, 
fassen wir die Glieder der Beihe wie folgt zusammen : 

^+l+(i+i)+(T+l+l+l) 

+ ( -g- + . . . + ^ 1 + . . . 

Die Ausdracke in den Klammern 'sind aber einzeln 
grösser als 

2. ^ , 4 . g , ö. jß^ ^^- 32' • " • 

d. h. der Wert jedes Klammernausdrucks ist >-^und 

der Wert der Beihe selbst ist also grösser als der 
der Beihe 

^2^2^2^2^'" 
d. h. unendlich gross. 

4. Setzen wir ebenso anstatt der natürlichen Zahlen 

in obiger Beihe die Glieder einer arithmetischen Beihe 

der ersten Ordnung, so finden wir, dass auch die Beihe 

JL._J_._JL_4._J_._J_. 

a ^a + d^a+2d^a+3d^a+4d^'" 
divergiert. Denn ist etwa a>d, und setzen wir anstatt 
d den Wert a, so erhalten wir die Beihe 

a^2a^3a^"" aU 2^3^"V' 
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sM-ct')-o+..ct')+K"r) 

_ x(x+l)(2x+l) 

■" 3! • 

2. 1 8 27 64 125 .. . Kuben der nat. 
1 7 19 37 61 . . . [Zahlen. 

6 12 18 24 . . . 

sM=o.('V)+i'rtv6rt><'«') 

~ 4 • 

8. Ueberhaupt erhalten wir auf diese Art: 

S(x)=^x(x+1) = ^+-^, 

'•2' 



+ 2 ■ 6 *' 



S( 



x«(x+l)' X« X' X'_X« X» W 

*^— 4 4"^2"''4 4"^2"'"2 



3 



X» X* 



4' 
l' 1 



i3/ 1 



S(x*)— 5"+ 2 + 26 *'~ 4 ■30''' 

°\^)— Q^ 2^ -2 ' 6 4 30 ' 

'6\ /6\ /6^ 



6 ' 



S(x»)=^ + -^ + 



2 • 6 



•«A* T""« '^O*^ 



4 30 



6 '42 
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o T o 6 4 30 ^ 6 42 ' 

6 4 30 ^ 6 42 

\V 1 

X U. 8. W. 



SCx') = 


" 8 


+ 


x' 

2 


+^y 


8« = 


9 


+ 


2 


"^ 2 



8 30 
4. Setzen wir allgemein die Brüche 

"6"^^^' 30~"^*' 42""^»' 30 = ^4 ^-8. w., 
60 finden wir: 

B^r»— 5 I 

n A. ^^ • • • 

Die Zahlen Bj, Bj, B3, B^... heissen die Bernoul- 
lischen Zahlen. Um dieselben zubestimmen^ können 
wir umgekehrt von der letzten Reihe ausgehen. Setzen 

wir in dieser nämlich x = 1, so wird S (x") = 1 und 
wir haben 

Wird hierin n nacheinander 2, 4, 6, 8 . . ., po 
können wir aus der letzteren Gleichung die Werte 
dieser Bernoullischen Zahlen bestimmen. Es ist so 

5 ^ 691 ^ 7 _3617 

z. B. weiter B, =g^, ^6-2730' ^'~T' •**»""5lÖ' 

_ 43867 174611 

» "~ 798 ' ^^^ 330 • 



> Betreff des Beweiaes dieees Satzes müssen wir auf um- 
fiwsendere Werke yerweisen oder z. B. auf Klügeis math. Wörterbuch, 
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Diese Bemoullischen Zahlen selbst sind von grosser 
Bedeutung für die höhere Algebra. 

5. Die oben entwickelten Summen lassen sich ihrer- 
seits wieder zur Summierung arithm. S.eihen benutzen. 
Soll z. B. die Summenformel für eine Beihe aufgestellt 
werden, deren allgemeines Glied jx = 3 x^ + 2 x* + x — 1 
ist, so erhalten wir für die Summe derselben 
Sx = 3,S(x») + 2S(x») + S(x>)-S(x») 

= |x'(x+l/+|.x(x+l)(2x-fl)+^±^^-(x+l) 

§ 38. Limes S (x") : x"+^ = 1 : (1 + n) (für n = oo). 

Die obigen Summen für die Potenzen der natür- 
lichen Zahlen finden verschiedene Verwendung, so 
namentlich in der Mechanik. Hiebei ist es oft nicht 
nötig; den Wert der Summe selbst zu kennen, sondern 
man muss vielmehr wissen^ welchem Wert der Bruch 



sich nähert, wenn x über alle Grenzen wachst. 
Wir erhalten aus 

S(.")-f+').o+("j').-.,.+f'+')-.v.+ ... 

aber dass der Koeffizient der höchsten Potenz von x in 
dem letzten Glied enthalten ist, und zwar ist derselbe 

* Formeln für Summen dieser Potenzen gab zuerst Faulhaber 
In seiner Academia Algebra. 1631. 



Multiplikation der Glieder. 61 



I ^ N I • Wie wir aber sahen, ist die Schlussdifferenz 
(n + 1)! 

n!, d. h. es ist ^^y. = n! und wir erhalten, somit als 

das Glied, das die höchste Potenz von x bildet — ;— r . 

' n + 1 

Unsere Summe nimmt also (wie wir auch direkt 

aus der allgemeinen Formel für S (x**) in § 37 hätten 

anführen können) die Form: 

x"+i 
S(xii)= — r-r + Axn + Bx'i+i+.. . 
\ / n+1 

an. Dividieren wir durch x'^+^j so erhalten wir aber; 

S(xn)_ 1 , A B 

xn+i "n+l^ X ^x*^ 

8x^ 1 

und hieraus für x = a, lim —ttt = — rr • 

' x^-T 1 n+1 

§ 39. Multiplikation der Glieder einer arithmetischen 
Reihe mit Binomial-Koefflzienten« Eigenschaften der 

letzteren« 

(g)yp-{2)yp+i+®yp+«-®yp+«+---±{!V^^^^^ 

(för q>n). l" -"(?)• s' + g) . 3** +(q+l)^ = +ql 

1. Es ist offenbar für Reihen erster Ordnung 

yp — 2 yp+i + yp-}.2 = 0. 

Setzt man hierin anstatt yp, 2iyp; so ist auch 

iyp — 2 4yp+i + iyp+2 = 0. 

Ist die Reihe der Jyp aber vom ersten Grad, so 
folgt, wenn wir an Stelle vom Aj den Wert yp-t-i — yp 
einsetzen für die Reihe der zweiten Ordnung: 
yp — 3 yp+i + 3 yp+2 — yp+s = 0. 

Schreibt man an Stelle der y wieder A y, und führt an- 
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statt den A j die Glieder einer Beihe dritter Ordnung ein, 
so wird yp — 4 yp^ i + 6 yp4-2 — 4 yp-f s + yp+4 = 0. 

Wird auf diese Art fortgefahren, so erhält maa 
IIU3 der Gleichung für die Keihe (q — l)ter Ordnung 

yp - (i) yp+i + (2) yp+a - (3) y(p+»)+ • • • ±(q) yp+^ = ^ 

unmittelbar die Gleichung für die Reihe qter Ordnung 

yp - (*^t j y^+i + f 2 ^) yp+2 + • • • ±('^{^) yp+H+. =^ 0; 

d. h. die Gleichung ist allgemein gültig. 

2. Ist aber z. B. für die Reihe dritter Ordnung 

yp-4yp^i + 6yp^2-4yp+8 + yp+4=Ö 
und also auch 

jp-f 1 + ^ jp-f 2 "~ ^ yp+3 + ^ yp4-4 "~ y^pH-5 ~ ^» 

so folgt durch Addition: 

yp-5yj^i + 10yp^2-lÖyp-fs+^yp-h4-yp+5 = Ö- 
Aus dieser Reihe folgt wieder 

yp-6yp+,+15yp^j-20yp^+15yp^-6yp^-yp+.=0. 

Ebenso erhält man für eine Seihe der nten Ordnung 
für q > n: 

(o)yp - (1) yn-i + (2) yp+2- (l) yp+8+ • • •+ (j)yp+,=o- 

3. Sind die Glieder der arithmetischen Reihe ins- 
besondere Potenzen der natürlichen Zahlen, so erhält 
man hieraus: 

(2).l--(?).2. + @).8--(«).4- + ... + (j).ü + l)-0 
und allgemeiner: 

{o)*"-(l)(* + l)' + (2)(* + 2)'-(3)(» + 3)' + -.. 

±fä).(«+q)" = 0. 
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4. Ebenso ist 

^'yp = yp+2 — 2yp+i + yp 

^*yp = yp+« — 3yp+2 + 3yp+i — yp 

und allgemein: 

A*yp=yp+q — (ijyp+q-i + [2)^^+^-^ " • • •+ yp- 

Sind die Glieder einer arithmetischen Beihe die 
Potenzen IQ, 2% 3*1 etc., so wird aber 4<iyq = ql und 
wir haben, wenn wir den Ausdruck rechts umgekehrt 
schreiben, die merkwürdige Beziehung 

-j-q! = iq_Q.2«l+(jV3<l-(|).41+...±(q+l)<l 

wobei links das Zeichen -{■ für gerade, das Zeichen — 
für ungerade q zu nehmen ist. 



VI. Kapitel. 

Figurierte Zahlen. 

§ 40. Entstehung der figurierten Zahlen/ 
1. Bildet man von der Beihe 

1 d d d d . . . 
die Summenreihen, so erhält man 
(I.) 1 1 + d l + 2d 1+ 3d 1+ 4d 1+ 5d 
(IL) 1 2 + d 3 + 3d 4+ 6d 5 + lOd 6 + 15d 

* Mit den ügnrierten Zahlen beschäftigte sich man namentlich 
viel in der ersten Hälfte des 17. Jahrhunderts, so z. B. Faulhaber in 
Ulm, der in den Pyramidalzahlen allerlei Winke über die göttliche 
Weltordnnng zu finden hoffte; aber auch zur Kenntnis der Lehre 
derselben beitrug. Später waren es Jakob und Job. BernouUi und 
Wallis, die sieh besonders mit ihnen abgaben. 
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(III.) 1 3 + d 6 + 4d 10+lOd 15 + 20d 21 + 35d 
(lY.) 1 4 + d;.10 + 5d220+l5d 35 + 35d 56 + 70d 

U. B. W. 

2. Setzt man in die Reihe II. für d nach einander 
die Werte 0, 1, 2, 3 . . ., so entstehen die Reihen: 

6 . . . (natürl. Zahlen), 

21 . . . (Dreieckszahlen), 

36 . . . (Quadratzahlen), 

51 . . . (Fünfeckszahlen), 

66 . • . (Sechseckszahlen) 

u. s. w. 

Diese Zahlen führen den Namen Polygonal- 
oder Yieleckszahlen. 

3. Nimmt man ebenso in der Reihe III. für d 
nach einander die Werte 1, 2, 3 . . ., so erhält man die 
Pyramidalzahlen: 

1 4 10 20 35 . . . (Dreiseitige Pyramidalzahlen), 
1 5 14 30 55 . . . (Vierseitige Pyramidalzahlen), 
1 6 18 40 75 . . . (Fünfseitige Pyramidalzahlen) 

u. s. w. 

3. Wird weiter in den Reihen L, IL, III . . . für 
d der Wert gesetzt, so ergeben sich aus der Reihe 
die eigentlichen figurierten Zahlen. 

1 i 1 1 1 1 (fig. Zahl. d. 1. Ord.) 
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u. s. w. 
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§ 41. Folygonalzahlen. Bildung yon Figuren aus Kugeln. 

Bildet man aus einer Anzahl von Punkten oder 
Kugeln Figuren in der Q estalt von Dreiecken, so geben 
uns die Dreieckszahlen an, wie viele Kugeln oder 
Punkte wir hiezu brauchen. Es ist dies aus der fol- 
genden Anordnung ersichtlich: 



2. Gleiches gilt für die Quadrat zahlen : 



Ebenso für die Fünfeckszahlen: 









Von den Fünfeckszahlen an ist die Bildung dieser 
Figuren keine so übersichtliche mehr. 

3. In der obigen Reihe II. (§ 40) ist das nte 

Glied yn = n H ^ d. 

Bezeichnet man die Polygonalzahl durch Fp°, wo 
p die Zahl der Seiten des zugehörigen Polygons an- 
giebt, so hat man: 

S p r e r , Niedere Analysls. 6 
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F,n = n+ °^;^^^ .2 = 11', 

^^ , i i.(n-l) ^ ii(3n-l) 

F,P = n+ °Y"^ .4 = n.(2n— 1) u. s.w. 

4. Führen wir für die Dreieckszahlen die besondere 
Bezeichnung An ein, so gelten für diese unter andern 
folgende Beziehungen: 

a) Die Summe der Quadrate zweier auf- 
einanderfolgender Dreieckszahlen ist wieder 
eine Dreieckszahl. 

Es ist nämlich 
n'(n + l)' (n+l)'(n+2)' ^ (n'+2n+L)(n*+2n+2) 
4 "^ 4 " 1.2 

b) Die Summe der Quadrate von 2p auf- 
einanderfolgender Dreieckszahlen las st sich 
stets als die Summe von p andern Dreiecks- 
zahlen darstellen. 

{Any + (An-{.xy + {An+2y+ . . . + (2ln+2p-l)' 
= i(n+l)« + ^(n+2)« + A(n-|-3j«+ . • • + 4 (n+2p-l)*- 

c) Der Unterschied der Quadrate zweier 
aufeinanderfolgender Dreieckszahlen ist ein 
Würfel. 

iAn+iy-{Any = {n+iy. 

d) Die Summe der dritten Potenzen der 
natürlichen Zahlen ist stets das Quadrat 
einer Dreieckszahl. 

l«+2' + 3»+... + q» = ^^^3+lI'=(4q).,(Vergl.§37.) 
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§ 42. Pyramidalzahlen« 

Bildet man ebenso aus Kugeln regelmässige Pyra- 
miden so erhält man aus der Anzahl der Kugeln die 
Pyramidalzahlen. Bezeichnet man die n-seitige Py- 
ramidalzahl mit P(ii)9 so folgt aus Gleichung (III.) in 
g 40, wenn x die Zahl der Kugeln in einer Seite der 
Grundfläche der Pyramide ist: 

Hieraus folgt wieder für die 
3seitigen Pyramidalzahlen P, = ( « ) + ( .. ) 

^ x(x+l) ( 2x+l) 
^ x'(x+l) 

_ x(x+l)(4x-l) 

3! 
u. s. w. 

§ 43. Die eigentlichen figurierten Zahlen. 
Wir erhalten für die Summen derselben: 

«.=(M)+(oH)+---+(s)=(i) (1- «^^-"«)' 
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s.-(l)+(?)+(?)+(t)+-+(;H°t') (^- 0"^"«). 
s -(lH^+(l)+®+...+ö=(°T') w- 0-^"«) 

11 d allgemein: 

(vgl. § 23). 

§ 44. Berechnung yon Kngelhanfen« 

1. Ausser in dreieckigen und quadratischen Haufen 
lassen sich Kugelhaufen noch auf rechteckiger Basis 
aufbauen. Die Berechnung der Anzahl von Kugeln 
in einer drei- oder vierseitigen Pyramide ist gegeben 
durch die drei- und yierseitigen Fjramidalzahlen. 

2. Ist die Grundlage ein Bechteck und sind in 
der langem Grundkante a, in der kurzem b Kugeln, 
so ist die Anzahl der Kugeln in der untern Schicht 
= a . b. In der über dieser gelegenen Schicht sind in der 
langem Kante nur noch (a — 1), und in der kurzem noch 
b — 1, d. h. in der Schicht selbst sind (a — 1) (b — 1) 
Kugeln. Ebenso ist die Zahl der Kugeln in der 
nächsten Schicht =(a — 2).(b — 2) u. s. w. Die Zahl 
der Schichten ist für den vollständigen Haufen gleich b, 
und wir erhalten also für die Berechnung der Anzahl 
Kugeln im Kugelhaufen die Summe der Glieder der 
arithmetischen Heihe 

ab (a— l)(b — 1) (a— 2)(b-2) . ...(a— b + J). 1. 
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Die zu dieser Beihe gehörigen Differenzenreihen 
sind aher 

»_(a + b~l) — (a + b — 3) — (a+b — 5) ... 

2 2 2 

Es ist also 

8 = (J].ab-(5)(a+b-l) + 2.Q 

= A(3ab-b. + 3a+l)=^^^^±i^f^^^^±^. 

Schreibt man diese Formel S = — — ^ ' n , 

so giebt der erste Faktor die Zahl der Kugeln an, die 
in einer dreiseitigen Seitenfläche sich befinden, während 
der zweite Faktor das arithmetische Mittel aus den 
Zahlen der Kugel im Kücken des Haufens und aus den 
zu ihm parallelen Grundkanten desselben ist. 



VII. Kapitel. 

Interpolation. 

§ 45. Ton den Funktionen im allgemeinen* 

1. Ist irgend eine Gleichung 

y = f(x) = ax' + bx' + cx + d oder y = tangx 
gegeben, so heisst in dieser y eine Funktion von x. 
Setzt man für x verschiedene Werte, so erhält man 
auch für y solche verschiedene Werte. So findet man 
im ersten Beispiel für x = l, y = f(l) = a + b + c+d, 
im zweiten für x = 0, y = 0. 

2. X und y heissen die Yariabeln oder Ver- 
änderlichen oder auch Argumente. Das Zeichen 
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der Funktion wird durch Buchstaben ausgedrückt, denen 
— jedoch nicht immer — eine oder mehrere Ver- 
änderliche in Klammern beigefügt sind, wie durch 
f(x), g(x), h(x,y), P(x), F(z). 

3. f (1) bedeutet eine Funktion, in der für die 
Variable, etwa x, der Wert 1 gesetzt worden ist. Ebenso 
bedeutet f (1, 2) eine Funktion, etwa von (x, y), in 
der für x der Wert 1, für y der Wert 2 gesetzt 
worden ist. 

4. Eine Funktion heisst rational, wenn in ihr 
nur eine endliche Anzahl von Additionen, 
Subtraktionen, Multiplikationen oder Di- 
visionen auftreten. Kommen die Veränderlichen 
überdies in keinem Divisor vor; so heisst die Funktion 
ganz, andernfalls gebrochen. So sind z. B. 

y = (ax+b) (cz + d) und y = ax' + 2bx + c 
ganze rationale Funktionen, 

a ax + b 

^~T' y"" cx+d 
gebrochene rationale Funktionen. 

5. Eine Funktion heisst vom nten Grad, 
wenn sie ganz ist, und die Form 

y = axn + bx'i-i + cx'i-2_|- , . . _|»p oder 

y = axJi + bx'i-^ . z + cx»*-» . z'+ .... +gz^ 
+ hxn-i + i.xn-2.z+.... 
hat, d. h. wenn die Veränderlichen in den beiden Summen 
Glieder der Form x" resp. x'^ . z^ bilden und a resp. 
ß-\-y höchstens =n ist. Funktionen der vier ersten 
Grade heissen auch linear, quadratisch, kubisch 
und biquadratisch. 

b. Kommen in einer Funktion Wurzeln vor^ wie 
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in y = VF, 80 nennt man die Funktion irrational. Funk- 
tionen, in denen andere Operationen als die genannten 
auftreten, wie log x, sin x, e^ etc., beissen transoendent. 

§ 46. Begriff der Interpolation. 

1. Interpolieren oder Einschalten heisst aus ge- 
gebenen Werten derFunktion andere Werte der- 
selben berechnen. Es ist biebei nicht notwendig, dass 
von der Funktion ein allgemeiner Ausdruck bekannt ist. 
Selbst wenn dem so ist; so kann er doch so kompliziert 
sein, dass er sich zur direkten Ausrechnung nicht eignet. 
So sind auch von unseren meisten Tabellen, trotzdem 
die entwickelten Funktionen bekannt waren, nur die 
wenigsten Werte direkt bestimmt worden ; die weitaus 
grösste Zahl derselben ist vielmehr aus jenen wenigen 
Werten durch Interpolation gefunden worden. Die 
Lehre von der Interpolation ist deshalb wichtig. 

2. Wir setzen voraus, dass sich die Funktion, 
um die es sich handelt, entweder vollständig, oder 
doch mit jeder beliebigen Annäherung nach 
steigenden Potenzen einer Veränderlichen 
entwickeln lasse. Es ist hiebei unsere Aufgabe, aus 
einer gegebenen Anzahl von Werten, die die Funktion 
für gewisse Argumente annimmt, eine neue Funktion 
zu finden, welche der unbekannten oder doch zu sehr 
verwickelten Funktion so nahe kommt, dass, für gewisse 
Werte der Argumente wenigstens, die gefundene Funk- 
tion ohne merklichen Fehler gesetzt werden darf. 

3. Um dies auch geometrisch zur Anschauung zu 
bringen, wollen wir auf einer Geraden von einem Punkt 
A aus die Argumente AXi=x , AX,=x,, AX3=x, etc. 
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abtragen and auf der Geraden in den Punkten X^ , X,, 
X, • . . Lote X, P„ X, P„ X,P„ . . . gleich den zu- 
gehörigen Funktionswerten errichten. Verbinden wir 

die Endpunkte die- 
ser Lote jetzt durch 
einen Kur venzag, 
so werden wir an- 
nehmendürfen, dass 
z. B. für Werte X, 
die nahe bei x, 
liegen , die zuge- 
hörigen Werte y gefunden werden, indem wir von A 
aus AX = x abtragen und in X auf AX ein Lot er- 
richten ; das Stück dieses Lotes zwischen A X und dem 
Kurvenzug ist dann der zu x gehörige Funktionswert y. 

§ 47. Interpolation bei arithmetischen Reihen. 




y=yo + 



z 



n + 1 



.^70 + 



z . (z — n — 1) ^'jo 



(n + l)- 



+ 



z(z-n — l)(z-2n-2) A'j^ 
(n + 1)* • 31 



_l_ » 



• • 



1. Ist irgend eine arithmetische Ercihe gegeben, 
deren allgemeines Glied durch die Gleichung 



^x = yo + (l) 



bestimmt ist und sollen zwischen die Glieder dieser 

E.eihe je n weitere Glieder eingeschaltet werden, so 

haben wir nur an Stelle von x nach einander die Werte 
12 3 n+2 



0, 



• • • X, 



... zu setzen. Die 



n+1' n + 1' n+1' ' n + 1 

Bezeichnung ( | bleibt hiebe! dieselbe , nur ist jetzt x 
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keine ganze Zahl mehr, d. h. es iat z. B. 

/x\_ x.(x-l) 

z 
Setzen wir aber allgemein x= , , so geht das 

allgemeine Glied der neuen Keihe über in 

jz = yo + l^\^yo+l^ 

_^ j ?._ ^Jo , z(z-n — 1) ^'Jo 



n + 1 • 1! ' (n + 1)* • 2! 

+ ... 



z(z— n — l)(z — 2n — 2) ^""j^ 



(n + 1)' • 31 

und die interpolierte £,eihe wird erhalten, indem wir 
hier für z nacheinander die Werte 0; 1, 2, 3 . . . setzen. 

2. Ist z. B. die Reihe zweiter Ordnung 4, 7, 12 . . . 
gegeben und sollen zwischen je zwei Glieder dieser Reihe 
zwei neue Glieder eingeschaltet werden, so haben wir 
aus dem allgemeinen Glied 

für die interpolierte Reihe das neue allgemeine Glied 

z z.fz — 3) 2 1 

yz = 4+-3-.3f \ ^■' ■y^ = 44z + ^z(z-3). 

Setzen wir hierin z = 0, 1, 2, 3 . • ., so erhalten 
wir die Reihe 

* 4 'l ' 4 ^4 ''• 

3. Wir haben in obigem Beispiel die Werte der 
interpolierten Glieder direkt aus dem allgemeinen Glied 
der neuen Reihe entwickelt. Es ist dies aber praktisch 
oft zu umständlich, namentlich dann, wenn der Aus- 
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= . + (?).+ (»)x. + (§)x-+...... 

also 

y.(l + x)" = l odery=-^j^ = (l + x)-, 
oder 

(1 +i)- = l + (~l'')x+ (""2") ^' +(1°) ^* + • • • 



§ 65. Der binomische Satz für gebrochene positive 

Exponenten. 

Es sei wieder 
So ist auch 

und allgemein: 
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Setzen wir hierin a = q, so folgt aber 

y<l = l + x, d. h. y = (l4-x)^, oder 

und hieraus 

yP = (l + x)^=l + \J/^+\2/x'+... 

66. Der binomische Satz für gebrochene negative 

Exponenten. 

(l + x)"T^ = l + \ J/x + \ J/x«+\ J/X-+... 
Nehmen wir auch hier wieder an, es sei: 

so erhalten wir durch Multiplikation mit 

(l+x)"^=\o/ + \J/x + \5/x'+... wie in §64. 4, 
y.(l + x)^=l, odery = (l + x) ^, also 



108 Die binomische Reihe. 

§ 67. KonTergenz und Diyergenz der Binomialreihe. 

1. Wir haben es bis jetzt unterlassen , za unter- 
sachen, unter welchen Bedingungen die Binomialreihe 
konvergiert oder divergiert. Erinnern wir uns, dass 



(n + lj-Wn + l 



ist, so erhalten wir aus der B>eihe für (l-|~z)<l 

un-fi q—n n 

lim :^ — j— 7 . X = — X = — X, oder : 

un n+1 14- — 

n 
DieBinomialreihe konvergiert stets für 
positive oder negative x kleiner als Eins. 
2. Ist x=l, so. bedarf es einer weitem Unter- 
suchung, ob die Reihe konvergiert oder nicht. Wir 
haben wieder 

nn n+1 
Wir finden hieraus, dass für jedes beliebige q und hin- 
reichend grosses n der Quotient lim negativ wird, 

oder, dass die Glieder der Binomialreihe für diesen Fall ab- 
wechselnd positiv und negativ sind. Es genügt also, wenn die 

GHeder überhaupt abnehmen oder der Quotient lim ^""^^ 



kleiner als Eins bleibt. Dem ist aber so für n — q< n + 1, 
das heisst: 

Ist x = +l, so konvergiert die Beihe für 
alle Exponenten, die > — 1 sind, und es ist 
für einen solchen Exponenten also 

(l + l)«i=2q=l+ß) + ß) + ß) + ... 
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3. Nehmen wir dagegen x = — 1 , so haben alle 
Glieder der Reihe, von einem bestimmten ab wenigstens, 
dasselbe Vorzeichen. Wir haben aber jetzt: 

nn+i__P— q _ 1 _ 1 



lim^^^^^ = 



un n + 1 j ,q±i 1 + «' 

n — q 

also n . a=-~j-.(q+l) = q + l« Also: 

Für x = — 1 dagegen konvergiert die Bei he 
nur noch für positive Exponenten q. 



§ 68. Binomialreihe für (a + b)'' 
(a±b)»==a.±(j)a''-^b + g).a»-n-±g)a»--«.b«+.. 

Setzen wir in der Formel für (1+x)^ für x den 
Wert — , und multiplizieren wir mit a^^, so erhalten wir 
die Binomialreihe für (a + ^)"> 

(a4-b)n = an+ M . a«-i b+ [^) an-2b« . . . 

lieber deren Konvergenz gilt das in § 67 Ge- 
fundene in entsprechender Umformung der Bedingungen. 

§ 69. Umwandlung von Wurzeln in unendliche Reihen. 

1. Soll z. B. die Quadratwurzel aus 50 in eine 
unendliche Beihe verwandelt werden, so wählt man 
das Quadrat, das 50 am nächsten liegt, also 49. Man 
hat dann 
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'^^^2 '49 8 '49*^ 16*49» 128'49*^"*^ 

'^^^2'49 4*49 *^ 2 49^ ö'49 »^'49 * "^ 

= 7,07106781187. 
In letzterer Gleichung bedeutet Ap immer den Wert 
des vorangehenden Gliedes der Reihe. 
Ebenso ist 

2. Ist kein Quadrat vorhanden, das nahezu gleich 
dem E.adikanten ist, so würde diese Art der Auflösung 
auf wenig rasch konvergierende Reihen fähren. Man 
sucht dann aber durch passende Umformungen zu andern, 
zur Berechnung besser geeigneter, Reihen zu kommen. 
So hat man z. B. 

3. Wie die Quadratwurzel kann jede beliebige Wurzel 
auf diese Art in eine Reihe verwandelt werden, so z. B. 

s^ 18_ 13, 3i7 r 3/ 1\_L 



u. s. w. 
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XI. Kapitel. 

Die Exponentialrelhe. Die logarithmfselie Beihe. 

Logarithmen. 

§ 70. Die Zahl e. 

1. Es ist nach dem binomischen Satz 

('+^r='+(T)-^+(")s+(°)i.+- 

, in 1 , m.(m — 1) 1 , m(m-l)(m-2) 1 



Im' 1.2 m* ' 1.2.3 m» 

= i+i + ^-(i-i)T!+*-(i-i)(i-4)ir+- 

Hieraus erhält man für m = x 

/ 1\^ 1111 

»-(l+m)=«=l+T!+2l+3l+4!+--- 
= 2,718281828459.. . 

2. Die Reihe für e selbst ist konvergent , indem 

Un-i-t 1 . . 

lim = — ist. 

Un n 

3. Die Zahl e selbst ist, wie wir sehen werden, die 
Basis des natürlichen Logarithmensystems und nimmt 
überhaupt in der niederen Analysis wie die Zahl n eine 
ungemein wichtige Stelle ein. Sie ist wie die Zahl n 

transcendent und kann also durch keinen Bruch dar- 

r 
gestellt werden. "Wäre e nämlich = — , so erhielten 
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wir durch Mnltiplikation der Beibe mit s! aus der 
Reihe eine ganze Zahl und die Reihe 

8+ 1^(8+1) (8+2)^ (8+1) (8+2) (8 + 3) ^•" 

und es müsste der Wert dieser Reihe ebenfalls eine 
ganze Zahl sein. Der Wert der letzten Reibe i t aber 
kleiner als der Wert der Reihe 



8+1 ' (8+1)' ' (8+iy 
also kleiner aU — , also unmöglich eine ganze Zahl 

r 
und somit kann auch e nicht gleich d»'m Bruch — sein.^ 

4. Aus dieser Betrachtung folgt auch, dass der 
Fehler, den man begeht, wenn man die Reihe nur bis 

zum Oliede —r nimmt < ; ist. So finden wir z. B. 

s! s.s! 

l + l + i+i+ir + ^ + i!=2,718 055... 

Der Fehler, den wir begehen^ beträgt weniger als 
^ = 0,00023. 



6.6! 4320 



§ 71. Die Exponentialreihe. 



* Ein anderer Beweis geht von der Entwicklung von e in einen 
Kettenbrucb ans. Es ist 

^2+ S 

8-h _4_ 

4 4-.- und es lässt sich auf ähnliche Art wie in 
§ 6 zeigen, dass dieser Bruch stets irrational ist. Cfr. Schlömilch a. a. 0. 
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1. Wir haben ebenso 

Setzen wir aber für m den Wert ^ . X; so erhalten 
wir auch: 

''-'+TT+lf+li+lr+--- 

2. Diese Beihe konvergiert für jeden Wert für x, 
indem lim — -^ = — beliebig klein gemacht werden 

kann. Die Keihe selbst heisst die Exponent ialreihe. 

3. Wir können diese B»eihe auch durch die Methode 
der unbestimmten Koeffizienten ableiten. 

Da a^ für x = den Wert 1 annimmt^ können 
wir setzen: 

a»=l+Ax + Bx" + Cx»+ ... und 

ay=l + Ay+By« + Cy*+... 
Durch Multiplikation erhalten wir aber daraus: 

ax+y = l + Ax(l + Ay + By«H-Cy«+...) 

+Mx' + Nx^+... und auch 

ax+y = i+A(x+y) + B(x + y)«+... 

= l+(A+2By+3Cy*+4Dy»+...)x+Px«+Qx»+.. 

Hieraus erhalten wir aber durch Gleichsetzung 
der Koeffizienten 

A = A, A = A 

A« = 2B, B = ^ 

AB = 3C, C = |p 

S p r e r , Niedere Analysis. 8 
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A* 
AC=4D, D = -77 u. 8. w., oder 

41 

worin A und a von einuider abhängig sind. 

Setzen wir hierin A=l, so erhalten wir, wenn wieder 



6 = 



X x' . X» 



ex = l+^+2T+3y+--- 



§ 72. Die Reihe für a"". 
___. , la.x , aa)«x« , (la)\x« , 
a — l+-r- + — 2! ' 31 ' 

Wählen wir die Zahl e zur Basis eines Logarithmen- 
systems nnd bezeichnen die zu dieser Basis gehörigen 
Logarithmen zum Unterschied der Logarithmen der 
Basis 10 mit 1 oder mit log. nat., so erhalten wir für 
ey = a, y = la und a^^=e^y = e^^*. Setzen wir diesen 
Wert in die Exponentialreihe ein, so erhalten wir aus 
derselben 

a== = l + -jj- + — 2j— + -^— + . . . 
Diese Reihe konvergiert für jeden Wert a und x. 

§ 73. Das natürliche und das künstliche 
Logarithmensystem. 



ax=l + x.^*'^* 



, x' /lo£a\» x'/lofa\« , 



• • 



löge 

log e = 0,434294481903 • • 

1. Unter den Logarithmensystemen sind es zwei, 
die durch ihre Eigenschaften sich vor allen andern 
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aaszeichnen. Es sind dies das künstliche und das 
natürliche Logarithmensystem. Das künstliche hat den 
Yorzng, dass es sich am besten für nnser dekadisches 
Zahlensystem eignet, indem die Potenzen der Zahl 10 
unmittelbar gegeben sind. Das natürliche Logarithmen- 
system dagegen hat den Vorzug, dass alle Formeln 
und Reihen, die in ihm auftreten, die einfachste Gestalt 
annehmen. Die Basis dieses Systems ist die Zahl e. 
Die natürlichen Logarithmen sind zudem diejenigen, 
die in der höheren Mathematik beinahe ausschliesslich 
vorkommen. Ausserdem können die künstlichen Loga- 
rithmen auf eine einfache Art aus den natürlichen be- 
rechnet werden. Es sei nämlich 10 = e^. Wir haben 
dann 1 = x log e. Ist ebenso a = lOy = e^ y, also log a = y, 
la = xy, so haben wir 

loga = la.loge (I.) 

= la. 0,434294481903... 

Da weiter aus 10 = e^ auch 110 = x sich ergiebt, 
so folgt noch 

la=loga.l 10 =loga. 2,302585092994 . . . (II). 

Die künstlichen Logarithmen werden also aus den 
natürlichen durch Multiplikation mit 0,43429448 er- 
halten, und ebenso finden wir die natürlichen durch 
Multiplikation mit 2,30258509 aus den künstlichen. 

DieZahl 0,43429448.. = log e=j|^ heisst der Modul 
des künstlichen Logarithmensystems. 

2. Setzen wir in die Gleichung für a^ für la den 

Wert I , so geht die Gleichung über in 
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■ ~ ^ "^ \logej • 1 "*■ ^logej • 2f "^ \log e/ ' 31 
§ 74. Die logarlthmfsche Belke. 



+ 



X« . T« X* . X» 



1. Es ist (l+x)=e^a+x)=fi+ ^ J M mit be- 

liebiger Annäherung für sehr grosse m. Daraus folgt 
aber : 



?!+;.. +Jii±ii. 



Setzen wir hierin m = — , so erhalten wir hieraus 

y 

iHTieder * 

'<'+"'-^^±f=^=(r)-7+(j)^(0F'+- 

"■ ^ 1.2 ^ 1.2.3 

■ i.(y-i)(y-2)(y-3) 

■^ 1.2.3.4 x-^.•. 

Ist m unendlich gross und y also =0^ so folgt 



x" . x' X* 



daraus: l(l + x) = x — — + -g j- + -" 

2. Wir hätten auch diese Reihe durch die Methode 

der unbestimmten Koeffizienten ableiten können. Nehmen 

wir an, dass 

l(l+x) = A + Bx + Cx' + Dx»+... 

so finden wir zunächst für x = 0, 11=0, A = oder: 

l(l + x) = + Bx + Cx* + Dx»+... 

* Darob Entwicklung von 1 (1 + z) in einen Kettenbrach kann 
gezeigt werden , dass die natürlioben Logarithmen der rationalen 
Zahlen irrational sind. 0fr. Schlömilch a. a. 0. 



Die logarithmische Reihe. 117 

Ebenso ist: 
(l + x + y) = + B(x + y) + C(x + y)« + D(x+y)» + ... 

= + Bx+Cx" + I>x» + ... + y(B + 2Cx + 3Dx»+... 

+ My» + Ny»+... 
Ferner ist 

l(l+x+y) = l(l+x)(l + j^) = l(l+x) + l(l + j:^) 

= Ax + Bx« + Cx»+... + Bj^+(j^)'.Cx+... 
= Ax+Bx»+Cx»+... + By(l— x + x«-x»+x*+...) 

y« 
(1 + x)« ^+--- 
Werden die Koeffizienten von y in diesen beiden 
Gleichangen für 1 (1 -f x -}- y) einander gleich gesetzt, so 
erhalten wir aber 

B(l— x + x«— x»+x*— ...)-=B + 2Cx+3Dx«+... 

B = B, B=B, 

-B = 2C, C = ~|-, 
+ B = 3D, 1> = +|-, 
— B = 4E, B = j- n, s. w., also 

l(H-x)=B(x-^ + ^-^ +...) 

Wählen wir zur Basis unseres Logarithmensystems 
aber die Zahl e, so erhalten wir: 

-,_l.^^ ^-u^ \j_?!^ ^A.t \jL 

~ "''üV 2 "•" 8 ~'"l^ 21V~ 2 "^ 3 "••V"" 

und hieraiu B— 1. 
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3. Es erübrigt uns noch die Konvergenz der Beihe 
für 1{1'\-jl) zu untersuchen. Es ist klar, dass die Beihe 
konvergiert für positive und negative x kleiner als Eins. 
Ist x = -|~l9 Bo konvergiert die Beihe gerade noch, da 
die Glieder abnehmen und abwechselnd positiv und 
negativ sind, Ist dagegen x = — 1, so divergiert die 
Beihe. Dass für diesen Fall die E.eihe divergieren 
muss, geht auch daraus schon hervor, dass 1 o = — oc ist. 

4. Insbesondere erhalten wir also: 



1.2 ' 3.4 ' 5.6 ' 7.8 



§ 75. Weitere Reihen zur Berechnung der Logarithmen« 



• • • 



f^ 1,1 + X , X* I x' , 

- 1,,- B-1 , 1 /Z-1,5, 1/Z-1\5 , 

3 l.«»+l_ 1, 11 . 

4 ,^_ l(x+l)+l(x-l) 1 11 

1. Wird anstatt x in der logarithmischen Reihe — x 
gesetzt; so erhält man 

Kl— :=-(-+y+T + T+"-) 

Hieraus folgt durch Subtraktion dieses Wertes 
von dem Wert für l(l+x) die erste Gleichung. 

2. Für = z erhalten wir x= — ;— r. 

1 — X z-l-1 
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Diese Werte in die erste Gleichung eingesetzt, 
giebt die zweite Gleichung für-r-lz. 

3. Wird ebenso =~ — - gesetzt, so erhält 

man x = ^ , und hieraus die Gleichung 3, 

4. Aus l(l + y) folgt weiter 



('+i)= 



l^p=l(l+x)-lx=--^ + ^-.. 
Ebenso ist: 

,(._±)=,(._„_,.=_i_^__L__i,_.. 

Daraus folgt durch Addition: 

= ~ ^ ( 2F + 4?" "^ eP" + • • • J 

oder; 

l(x + l) + l(x^l) 111 

2 ^2x'' ^4x*^ 6x« "+■••• 

So ist z. B. 

,3_li±l2 ,_1.4.J_4.J_ . 
^^- 2 ^2. 3*^4. 3*^6. 3*"*"**' 

.. H + 16 ■ 1 , J_ . _!_ , 
'^- 2 ■^2.5'"^4.5*'''6.5'^''" 
5. Die hier entwickelten Reihen sind zur Be- 
rechnung der Logarithmen deshalb geeigneter, weil sie 
rascher konvergieren als die Reihen für 1(1 -f-x) und 
la-x). 
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XII. Kapitel. 

Die trigoDometrlschen Fonktionen. Imaginäre 

Logarithmen. 

§ 76. Die Reihen für sin x und cos x. 

_ X» X» x' 

co8x=l-2T+4T~6r + '-- 
1. Setzen wir in der Exponentialreihe anstatt x 
den Wert ix, so erhalten wir 



ei3^=l — 



X« . X* X* 



2! 



+ 4! 61 



'^'•r""3!"^5!"~'"j 



= cos X + i • sin x. 

2. Um die Richtigkeit dieser Formel zu zeigen^ 

benätzen wir zur Ableitung der Reihen für sin x und 

cos X die Methode der unbestimmten Koeffizienten. 

Es ist: 

cos (x-f- y) + cos (x — y) = 2 cos x cos y. 

Setzen wir, da cosO=l ist, 

cosx=l + Ax* + Bx*+Cx«+ . . ., 
was wir thun dürfen, da cos( — x) = 4-cosx ist; so er- 
halten wir: 

cos (x + y) + cos (x— y) = 2 + A ((x + y)" + (x— y)») 
+ B((x + y)* + (x-y)*) + ..=2+2(Ax' + Bx* + Cx«..) 

+ 2(A + (2)Bx«+(2)cx* + ...)y« + My* + Ny« + ... 
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2co8x.co8y = 2(l + Ax« + Bx*+Cx«+ . . .)(l + Ay* 

+ By* + Cy«+...) = 2(1 + Ax«+Bx* + Cx*+...) 

+ 2(l + Ax« + Bx*+..)Ay'+Ry*+8y«+... 

Hieraus durch Gleichsetzung der Koeffizienten von y': 
A = A also A = A 






2A^_2«A« 



AB C = 



4.3 41 

2'.A' ^2'A^ 
6.5.4.3"" 6! 



AP n 2»A* ^ 2*A* 

^^ ^ = 8.7.6.5.4.3"-8r'^-«-^- 

i_i.A .. ^^' 4 . ÖA» , , 16A* 3 , 

COSX = l+Ax'+-^X* + -^X«H ^jy-X«+.. 

3. Ebenso sei 

sinx = AjX + BjX» + Cix'^4-Djx'+.. ., 

was wir immer thun dürfen, da sinO = und sin x = sin 
( — x). Setzen wir diesen und den gefundenen Wert 
für cosx etwa in die Gleichung sin'x-|-cos'x = l ein, 
so erhalten wir: 

(A.x + B.x' + C.x»+...)*+(l+Ax'+^V+..y=l 

und hieraus 

A/ + 2A = 0, Ai = /=2Ä 

2A,B, + A'+^'=0, B, = i-A)/^^2Ä 
8A» . 16A» ^ ^ 1 



2A.C,+B,»+-^+-^- = 0, C,= 3^A«|^^^2Au.8.w. 

4. Zur Bestimmung von A dient der Umstand, 
dass für sehr kleine Werte von x man sin x = x setzen 
darf« Daraus folgt aber: 
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8inx = x = AiX + BjX'+ . . , 

y ^» 3!» ^'^ ' 5! 



A, = l, A=— -s-, B, = — -^, C,=+^, etc., 



d. h. wir erhalten 



X» . X* X* 



C08X=l-2j+^--,+ ... 



X» . X» x' 



8inx = x-3y+gj-^+... 



§ 77. Relationen zwischen den Funktionen sin x, 

cos X und e'* 

cosx= ^ sinx = 



2 2i 

(cos o + i sin a)" — cos n x + i sin n x. 

Wie wir sahen ist 

eix == cosx + i sin x. 

Setzten wir anstatt x, — x, so erhalten wir ebenso : 
e^** = cosx — isinx. Hieraus folgt: 

eix -f e-ix e** — e-^ 
cos X = ö > sin X = ^j , (I.) 

2. Aus e*» . e*y = eKx+y) folgt weiter: 

(cos X + i sin x) (cos y + i sin y) = cos (x + y) + i sin (x + y), 

ebenso: (11.) 
(cos X + i sin x) ''cos y + i sin y) (cos z + i sin z) 

= C08(x + y+z) + i8in(x + y + z). 

Insbesondere folgt daraus: 

(cos X + sin x)'* = cos nx + i sinn X. (III.) (Vergl. Samm- 
lung Göschen Nr. 47, Algebra § 31 ; Satz von Moivre.) 

3. Werden in der Gleichung (II) die reellen und 
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imaginären Werte einander gleich gesetzt, so erhalten 
wir daraus: 

cos (x + y) = cos X cos y — sin x sin y 
sin(x + y) = sinxco8y + cosxsiny. 

TTeberhaupt lassen sich auf diese Art beinahe alle 
trigonometrischen Relationen zwischen Winkeln leicht 
ableiten, und wollen wir uns beschränken, darauf hin- 
zuweisen. Betreffs der Verwendung des Satzes von 
Moivre zur Lösung der Gleichung x™ + l=0 müssen 
wir auf Sammlung Göschen, Algebra, § 31 verweisen. 

§ 78. Die Reihen für tangx und cotx. 

, X' 2x» 17x^ , 
tangx=x+-3+-3g- + 3j5- + ... 

= 2»(2«--l)§x + 2*(2*-l) J.x« 

+ 2*(2*-l)-^»x*+... 

1 ,, X- X* 2x* x- 
cotx= — (I-3 45 "945 ""^^26 ^ 

1. Es ist 

x' X* x' 



smx 



31 ' 5! 7! 



**°8^ = ^^=="~^P^ X* _ X« 

^"■2r"^4y 6!"^-" 

= x + Ax» + Bx'» + Cx'+... 

Die Glieder x», x*, x« . . . fallen weg, indem 
tang(— x) = — tangx ist. 
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Daraus folgt aber: 

3!"^ 2!'^~2I 3!"" 3"" 2! ' 

1 AI 1 1 A 2 



5! 2! ' 41' 5! 4! ' 2! 15 

= 4I~"^« 

^±-r Ä4-A_Jl p_ 17 _ 2^2^-1) 
71 ""^ 2!"*" 4! 6!'^ 315 6! » 

u. 8. w. Hiebei sind B^, B,, B, die Bernoullischen 

Zahlen. 

2. Ebenso erhält man die Beihe für cotx, indem 

man setzt: 

cosx ^~2! + 4I"^"* 

cot X = — ;; = 



sinx X* X* 

= — (1 + Ax« + Bx*+...) 



§ 79. Reihen fttr cosmx und sinmx. 
cosmx = co8"x— /™jcos"~^x . sin* x + f^^cos^^^xsln* 

cos""® X sin X« + . . . 

sin m X = W . cos" "' x sin x — W cos"~* x . sin » x 

+ (^) • cos x"~*x . sin'x — . • . 

1. Es ist nach dem Satz von Moivre: 
008 m X + i sin m X = (cos x + i sin x)™ = 

co8x"^ + i . I jcos''*— ^x.sinx + i'.f jj jcos^-^x.sin'x 



-{') 
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+ i'l^) cosx"^-^inx + i* . (4 ] cos"-' x sin* x + . . . 

Durch Gleichsetzung der reellen und des imaginären 
Teile rechts und links gehen hieraus unmittelbar die 
Formeln für cosmx und sinmx hervor. 

2. So erhält man z. B. : 
cos2x = co8*x — sin*x = l — 28in*x = — l + 2oos'x, 

cos3x=cos'x — 3 cos X sin' X =4 cos' X — Bcosx, 

cos 4 X = cos* X — 6 cos' x . sin' x + sia* x 

= 1 — 8 cos' X + 8 cos* X, 
cos 5 X = cos* X — 10 cos' x sin' x + 5 cos x sin* x 

= 16cos'x — 20cos'x+5cosx u. s. w« 

Ganz ebenso findet man: 
81 n 2 X = 2 CO8 X sin x, 
81 n 3 X = 3 cos' X sin X — sin* x, 
8in4x = 4cos'xsinx — 4cosxsin'x, 
sin 5 X = 5 cos* x sin x — 10 cos' x sin' x -|- sin' x u. s* w. 



§ 80. Reihen für cos'x nnd sin'x« 

2'-W"x=co8nx+(j)co8(n— 2)x + (2)co8(n— 4)x+ 



• • 



1 r 

+ -ö- ( - 1 (wenn n gerade), 



2'-^cos»x=cosnx + ^5)^08(n-2)x+(2)co8(n-4)x+ 

f n \ 

n — 1 1 cos X (wenn n ungerade), 

(- 1)"* . 2"-^ . sin" X = cos n X — ( J] cos (n - 2) x 
+ 1^ cos (n - 4) x+ . . • +-^( — ) (^^^ «f«^**« ^)' 



• • 
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M-l 

(-1)* .2»-^.Biii x-ginnx — (J)8in(ii — 2)x 

+ ( S Bin (n - 4) X — .. . + ( 5^ii ) sinx (für ungerade n). 

1. Setzen wir 

cos X + i sin x = r, cos x — i sin x = s^ 
so erhalten wir rB = l und 

2cosx = r + s, also: 



"'^»-«.^("k.-«-. 



2" co8'x = (r + B)'' = r»+Mr»-'8 + Ur' «'+... 

= (r'+s-) + Q(r"-'s+rä"-')+ (2)(r"-''8+rV-« {-)+. . 
Hierbei ist das letzte Glied dieser Beihe für gerade n 

In n 

und für ungerade n dagegen 

(^ \ / n-l n+l B+t ii-l\ 
^j(r^.8«+r*.8=') 

Berücksichtigen wir aber, dass r s = 1 ist, so folgt 
daraus weiter: 

2" co3»x= (r'' + s") + (ijCr—^+s-*) + Q(r''-*+s''- )+.. 

Nach dem Satz von Moivre haben wir aber ferner; 

r^ + »^ = (cosx+isin x)^+ (c<>sx — i sin x)^ 
= cos p X + i sin p X -|- cos p x — i sin p x = 2 cos p x, 
also wird: 

2'*~'cos"x = cosnx+L Jcos(n — 2)x-l-l2|cos(n— 4)x+.. 

l/n\ / n 

wobei das letzte Glied — ( n 1 oder [ n — 1 ) cos x ist, je 

^\l/ \ 2 

nachdem n gerade oder ungerade ist. 
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Ganz ebenso ergeben sich aus (r — s) die Formeln 
für 2**-^ sin x, 

2. Insbesondere erhalten wir: 

2cos*x = co82x+l 

4 cos* X = cos 3 X + 3 cos x 

8co8*x = co84x + 4cos2x + 3 
16co8*x = cos5x + 5cos3x+ lOcos«. 
32co8'x = cos6x + 6co84x+15co8 2x+10 

2sin*x = — cos2x+l 

4 sin'x = — sin 3 X + 3 sin a. 



§ 81. Die Reihen. 

S| = 1 + X cos a -\- x" cos 2 a + X* cos 3 a + • • • 
— 1 — xcosa 

" 1 — 2XC08O + X* 

S, = l + xsina + x*8in2a + x'8in3a+ • • • 
xsina 

"~ ^1— 2xcosa4-x'' 

1. Wir habßn Sj + i . 8, = l + i + x(co8a + i8ina) 
+ x'(cos2a + i8in2a)+ • • . oder: 

S, + i8,= l + i + x.e«ii-x*.2al-|-x»e3ai+... 
= i+{l + (x.e«i) + (x.e«i)« + (x.e«i)»+ . . .} 

_j , 1 ^. . 1 

1— xe**i 1 — X (cos « + i sin a) 

. , (1 — X cos a -j- i X sii^ <x) 

= 1 + 



(l — X cos a)* + X* sin' o 

_ 1 — xcosg 'l \A xsing \ 

" 1 — 2xcosa + x» "^^\^"^ 1 — 2xcosa + x« )' 
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Hieraus folgen durch Oleichsetzung der reellen 
und imaginären Teile die obigen Reihen. 

2. Gleicherweise lässt sich jede Beihe 

S' = a + b X cos a + c x' cos 2 a + d x' cos 3 a + . . . oder 
S'j =a + bxsina + cx'sin2aH-dx*sin3a + . . . 

summieren, wenn die Summenformel für a-|-bx4-cx' 
+ d x' + . . . bekannt ist. 

§ 82. Imaginäre Logarithmen« 
la = a + 2k«i, 1(— a) = a+(2k;i+l)i, 

l(a + bi) = ^l(a« + b«) + yi + 2k;ri, 

1 li 



n 



2 '• i 

1. Für irgend eine ganze Zahl k ist, 

cos2k^4:^'^^^^^^^^^' ^^ 

e-^ =1. 

Hieraus finden wir aber, wenn a = e« 

a = e"=e"— und also: 

la = a + 2k;ji. 

Zu jeder positiven Zahl a gehören also 
unendlich viele Logarithmen, es ist von 
denselben aber nur einer reell. 

2. Ebenso ist für ganze k 

cos(2k+l);r + isin(2k+l)ir = — 1, 

oder e^^ "*" ^ = — 1, also 

— a = e"( — l) = e"*— ^ oder 

1(— a) = a + (2k+l);ri. 
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Die unendlich vielen Logarithmen einer 
negativen Zahl sind also alle komplex ima- 
ginär. 

3. Weiter ist 



cos 



(+2k+-|-);r + iBin(+2k+-~)« = i, 
oder i = e— a 



also 



l(ai) = «±2k«i + -i-«i und 
1( — ai) = a + 2k;ri ö""^- 

Insbesondere folgt aus i = e— ^ fürk=0 

- 1 .1 

noch i= e * ^ oder: 1 i = -^ ;f i, oder endlich : 

1 11 

4. Ist endlich eine komplexe Zahl a-|-hi gegeben, 
so haben wir: 

a + b i = r (cos ^ + i sin y) = r ((cos (y Hh 2 k w) 

+ isin(y + 2k;r))=r.e^*±2'^^*. 
Hiebei ist: 

h \\ 

r" = a* + b*, — =tang^also^ = arctang — . 

Daraus folgt aber: 

l(a + bi) = lr + iy + 2k;ri 

= 4-l(a' + b«) + 2k;ri + iarctang. — . 
^ a 

Die Zahl r heisst der Modul der komplexen Zahl. 

S p o r e r , Niedere AnalyslB. 9 
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XIII. Kapitel. 

Die cyklometrisehen Funktionell. 

§ 83. Die Reihen fttr arc sin x nnd arc cos x« 
__ . ,1 sin'x , 1.3 sin'x 1.3.5 sin'x 

1. Setzen wir 8inx = y, so folgt aus der Reihe 

X« X* x' 

y = x— ^ + ^ — yi^H- . . . und aus 

x = A.y + By« + Cy« + Dy*+.. . (UmkehruDg der 

Reihe in § 76) 
zunächst, dass die geraden Potenzen von y verschwinden, 
indem in der ersten Reihe x mit y das Vorzeichen 
wechselt. 

Wird für y in der zweiten Reihe der Wert aus 
der ersten Reihe eingesetzt, so erhalten wir daraus: 

^ = ^(^-¥!+f!-T! + ---) + ^(^~l! 

X» \3 

■^ öT " • • 7 "^ • * ' 

Durch Grleichsetzung der Koeffizienten der Potenzen 
von x finden wir hieraus: 
1=A, also: A=l 

^ 37 + ^' ^-31~2-3 
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A , 3 ^ . 3C , 5E , ^ ^_ 5= 1.8.5 1 
^ 7r''"5r^"'"3l3!"''3!''"'*'^~& 2.4.6-7 

n. 8. w. Es ist also: 

,1 y* 1.3 y' , 1.3.5 y' , 

^=y+TT+274-5"+2:4:6-T+--'**^"'"' 

, 1 Bin'x , 1.3 sin'x 
X = sin X + "s ö r 



+ 



2 3 ' 2.4 5 
1.3.5 sin'x 



2.4.6 • 7 



2. Setzen wir hierin für x den Wert-r;- — x, so folgt 



aus der Reihe 




n 1 

X- 2 C08X 2 


cos'x 1 . 3 cos'x 


3 2.4 5 


1.3.5 


008^ X 


2.4.6 


„ - . • . 



3. Die heiden für x gefundenen Beihen sind stets kon- 
vergent, für sin'x, resp. cos*x<l^ da lim — sin'x 

resp.^cos'x. Sie sind aher auch nooh konvergent für 
sinx oder cosx=ly denn wir finden für diesen Fall: 

3 3 

a = -ö" "^T^d also n a ^= -jr , d. h. n a ^ 1. 
A n ^ 

Km ^n+t ^ (2n — 1)' ^ 4n'— 4n+l 
*" Un 2n(2n+l) 4n* + 2ii 



, + ^^=^_ 1+ « 



4n«+2n ' 2n 
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§ 84. Die Reihen fOr arc tang x und arc cot x« 
x = tangrx — -g tang'x + ytang'x — ytaiigr'x+ . .. 

1. Ganz ebenso finden wir ans der Reihe für 
tangz dnrch IJmkehnmg die Beihe für arctangx. Wir 
können aber auch noch einen andern Weg einschlagen. 

Es ist 

e*^ cosx-hislnx 1 + itangx , 
e2ix = — -_ = __ — = — 2 — also : 

e-™ cosx — isinx 1 — itangx ' 

2ix=i ;+!*^°g" . 

1 — itangx 
Entwickeln wir diesen Wert nach § 75 in eine 

Reihe, und dividieren wir mit 2], so erhalten wir 
x = tangx ^tang'x-f--i-tang'x =- tang'x+ . . . 

2. Setzen wir auch hier wieder für x den Wert 
— X, so folgt daraus : 

x=-^ — cotx4--;7- cot'x — cot'x+ , , . 

2 3 5 

3. Diese beiden für x erhaltenen Reihen kon- 
vergieren für jeden Wert von tang'x resp. cot*x<;l. 
Sie sind gerade noch konvergent für einen Wert =+1. 
(§ 53), sie divergieren aber für Werte >1. 



XIV. Kapitel. 

Die Eerechnang der Zahl n. 

§ 85. Berechnung von n aus der Beilie für arc sin x. 

1. Setzen wir in der Reihe für arc. sin x für x z. B. 

den Wert -jr i so erhalten wir die Reihe 
6 

^ _ 1 , 1 , 8 , 5 , / , _ , » 1\ 

7f~"2^+ 48+ 1280 "^0886"^ • * •p^-^^Tr^'T/ 
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2. Ebenso erhalten wir färx = -j-, sin x= -5-/2" 
n 1 _ 1 1 _ 1 , 1.3 1 ,^ 1 , , 

JL^^^1. (IS l.shl JL/J_V 

4—\2 ■T"2 *l2/ * Z ■^2,4*5 \2 1 
, 1.3.5 1 /l \* Vrs 

3. Auf die gleiche Art können wir noch beliebig 
Tiele Brcihen für n ableiten. 



% 86. Berechnung yon n aus der Reihe fflr arc tang x. 

Die Leibnitzsche Reihe. 

4 — i 3^5 7i^9^**» 
1. "Wird ebenso in der Eeibe für arc tang x für x 

der Wert -jr gesetzt, so erhält man die Leibnitzsche 
lleihe 

4 ^ 3^5 7^9 ••• 
Ebenso findet man z. B. für x=-^, tangx=--^ 

iL--L — -i- — —4.— i- ^ 4.i- ^ , 
6""y3 3'3'y3"^ö '3**F3"^ 7 •3»V3 + **' 

oder: 



=vn«-i4+Hjr-4{ir+-) 



2" 

2. Alle die so erhaltenen Reihen sind aber für die 
Berechnung der Zahl n wenig geeignet; da sie zu 
langsam konvergieren. So müsste man z. B. jedenfalls 
mehr als 200 Glieder dar Leibnitzsohen Reihe in 
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n 

Rechnung ziehen, um auch nur -j- bis zur fünften Deci- 

malstelle genan zn erhalten. Um eine rascher konvergie- 
rende Reihe zn erhalten, setzt man 

tang(a+^) = tang — = 1, also: 

tang a -|- tang ß _^ 
1 — tang a tang .^ 

Diese Gleichung ist befriedigt darch tang a = -^f 
tang j8 = -5- und man erhält daraus : 
J ==«+/?= (g- + -3) ~ 3(21+ 3i) + -g-(2i + 3i)-- .•• 



§ 87. Weitere Formeln für n. » 

1. Setzen wir 



._/ l + qi \a_ l + 2qi- q' 
\1 — qi/ l-2qi-q" 



8(« erhalten wir zur Bestimmung von q die Gleichung 
14-2qi — q'=i + 2q — qM oder 
(1 — i)(l — 2q — q') = 0, oder q = /2 — 1. 
Es ist also: 



1 






7t 1 

Wie wir aber sahen, ist — = y;rli, § 82; also ist auch 

8 1 l_(/2 — 1)1 



> YergL hlezu: Stern, alg. Analysis. 
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2. Ist ebenso 1 = 1^ — ^i'. se erbalten wir — 1 



'=(^9^ 



•..dld.™..l..b„, = ^^.,JU.™,. 



wieder, da 

4 2i \1 — qi/ 4i 1 — qi 
ü-^o/JL 1 ,1 1 

^—V^ri i 1-— JL-1 -1- 

2 —»^^^^ 3,3^ 5*3" 7*3« 

i- 9 • 34 . • 

3. Weiter babeu wir 

i=l^; = (^r)(^)aI-Bach§82 

2 3 

4~2i^^-2i\ ■l."''2i\ 1. 

(vergl, g 86) 

4. Ebenso ist 






und wir erbalten q= — ^^ und hieraus 



136 Die Berechnung der Zahl tt. 



4 2i 1-i 2i* 1. ' 2i*„ , 1 . 

^-V 1 + 239* 

oder 

/-L-1 J-4.1 JL 1 JL4. \ 

\289 8 •239« "^ 6 •239» 7 •239' "*"•••/ 

Die letzteren B*eihen lassen sich auch direkt aas 
der Reihe für arctang ableiten. 

5. Wie wir weiter sahen (§84) ist 

1 , 1 + iv , 

arctang v=-^rT-l . :; r-, ebenso 

® 2 1 1 — 1 v' 

1 , 1 + iu , 
arctanff u=7rT-l . - — r— , also: 
® 2 1 1 — 1 v' 

... 1 ,1 + vi . 1 ,1 + ni 

arctang u + arctangv=-jp-l:; ^ + 7p-l:; - 

® *• 2i 1 — VI 2i 1 — ui 

2i \1 — vi/\l — ui/ 

1+- .1 

\_ 1— vu 

^ 2i . ▼ + ^ .' 

1 — UV 

Hieraus erhalten wir aber umgekehrt 

u + v 
arc tang u + arc tang v = arc tang -r— — 

Setzen wir hier z. B. u = -r-, v = -^, so ist: 

■i + ^ 
. 1 , , 1 , 5^8 ^ 1 

arc tang-^ + arc tang -^ = arctang z — r = arc ts n^ 
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Ebenso wird für ^='^ ^ ~ "^ 

1 1 2^3 
arc tang -r + arc tang -5 = arc tang — r 

^■"2 "3 
= arc tang 1 ^ — . 
Hieraus folgt durch Addition 

arc tang — + arc tang -^ + arc tang -^ = — , oder 

4 ~ 2 3 • 2" "^ 5 • 2» 7 • 2' "^ • • * 
1 1111 11, 

"^■y — 's"' 5^ "*"T* ö^ ~ T* ö^"*" • • • 

"^8 3 • 8» "^ 6 • 8* 7*8'"^"* 

Anmerkung. Es ist 

;r = 3,141592 653589 793238 462643 . . . 

— = 0,318309 886183 . . . 

7t 

log » = 0,497149 872694 . . . 
Näherungsweise ist ;r : 

_3^ 22 333 ^55 103993 
1 ' 1 ' 106 ' 113 ' 33102 • 

22 

Hievon fand Archimedes den Wert -=- und der holl. 

355 
Landmesser Metius den Wert ■...q » Ludolph van Ceulen 

llo 

(t 1610) berechnete die ersten 35 Stellen von n ; später 
i^nrde n auf mehrere hundert Stellen genau bestimmt, so 
von Yega auf 140, Dahse 200 und Richter in £lbing auf 
500 Stellen. 

Eine wichtige Errungenschaft der neuem Mathematik 
ist jedoch der strenge Nachweis davon, dass n durch keine 
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geomeirisehe Konstraktion mittels Lineal und Zirkel dar- 
gestellt werden kann , eine Quadratur des Kreises mit diesen 
Mitteln also unmöglich ist. Dass n kein rationaler Bruch 
ist, geht z. B. aus dem Kettenbruch hervor, den Lord 
Brounker gefunden hat, nämlich aus 

^2 -ff 49 

'' + 2"+... 
Ebenso kann n keine Quadratwurzel sein, denn es 
kann z B. gezeigt werden, dass 

ist. Wäre hier n^ rational, so müsste der Bruch irrational 
sein, könnte also nicht den Wert 2 haben. Weiter können 
wir uns jedoch hier mit diesem nicht beschäftigen. 



XV. Kapitel. 

Unendliche Produkte. 

§ 88. Konyergenz und Dlrergenz derselben. 

1. Wie eine Reihe aus anendlich vielen Summanden 
besteht und dennoch einen endlichen Wert haben kann, 
so kann auch der Wert eines Produktes von unendlich 
vielen Faktoren endlich sein. Der Wert dieses Pro- 
duktes selbst ist wesentlich abhängig von der Beschaffen- 
heit dieser Faktoren, 

2. Sind die Faktoren von einem bestimmten ab 
alle um einen angebbaren Wert a grösser als Eins, so 
ist das Produkt notwendig divergent, in dem wir dann 
ftir den Rest, der Faktoren (l -{- a)^ setzen können , der 
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für n = 00 ebenfalls nnendlicb wird ; also ist der Wert 
des Produkts um so mebr nnendlicb. 

3. Ist umgekehrt yon einem bestimmten ab, jeder 
Faktor <1 — o, wo a eine angebbare von Null ver- 
schiedene Grösse ist, so ist (1 — a)& = 0, also anch der 
Wert des Produktes gleich Null. 

4. Soll demnach ein Produkt von unend- 
lich vielen Faktoren, oder ein unendliches 
Produkt einen endlichen Wert haben, so 
müssen dieFaktoren desProdukts sich not- 
wendig der Einheit unbegrenzt nähern. Wir 
können also jeden Faktor des Bruches durch l-j~k 
ausdrücken und erhalten also für das unendliche Pro- 
dukt selbst die Form: 

P-(l+k,)(l + k,)(l + k,)(l + kJ . . ., 
wobei notwendig lim k = ist. 

5. Entwickeln wir, so erhalten wir, wenn alle k 
positiv sind: 

(l + k.)(l+k,) = l + k. + k,+k,k„ oder 
(H-k.)(H-k,)>H-k. + k,. 
Ebenso 

(1+ k.) (1 + k.) (1 + k.) >(i + k, + k.) (1+ k.) 

>i+k.+k.+k„ 

(l+k.)(H-k.)(l+k,)(l+k,)>(l+k,+k.+ k.)(l+kJ 

>l + k. + k, + k,+k, 
und allgemein 

P>l + k, + k,+ k, + k,+ ... 

Divergiert also die Beihe der k, k^-j-k, 
-|-k,-|'->-i so divergiert also auch notwendig 
das Produkt selbst. 

Ein solches divergentes Produkt ist z. B. 



(•+i)(H-|)('+i)('H) 



+ ... 
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6. Weiter haben wir fOr eine bestimmte Anzahl 
Ton Gliedern 

C*(kr, k^^.l . . .k,) = k, + kr+i + k,+2+ . . .k,, 

C'(kr, kr+i, k,+2 . . . k.) < (kr,+k' -|-l + kr+8+ . . k.)", 

C (kr, kr+l . . . k.) < (k, +k,-|-i + kr-|.2 + . . . k,)* U. 8. w. 

Konvergiert aber die obige Reihe der k, so können 
wir für r einen endlichen Wert immer so wählen, dass 
lim (kr-f~kr-|-i-|- ....)<! ist. Dann haben wir aber 
für den Kest der Faktoren des Produktes 

Pr=(l+kr)(l+k,H-l)(l+kr+2).. < l+(kr+k,+,+k,+2..)' 
+ (kr + k,4.i+k,+2 + ..)"+(kr + kr+l + kr+2+-)'+.. 

Letzere Reihe ist aber eine geometrische Reihe, 
deren Quotient kleiner als Eins ist, d. h. dieselbe hat 
stets einen endlichen Wert. Dann hat auch P, einen 
endlichen Wert und somit das Produkt selbst. 

Sind also alle k positiv, so konvergiert das 
Produkt, wenn dieReihederk, kj+k,+k,+. . . , 
konvergiert. Das gleiche gilt, wenn die k erst von 
einem bestimmten endlichen ab alle positiv sind. 

7. Sind alle k negativ, so kann das Produkt nur 
einen Wert haben, der zwischen Eins und Null liegt 
Ei ist aber dann wie oben 

lim (k,+k,_,.i+kr^2 + "0=^; w < 1. 
Weiter finden wir wie oben 
(l-k,)(l-k,) = l-(k. + k,)+]qk,> l-(k.+k.) 
uid allgemein 

(i-k,)(i-k,)(i-k,) . . . > i-(k,+k,+k.+ . . .) 

aUo auch 

(1— kr)(l~k,+i)(l-kr+2)..>l-(kr+k,+i+kr+2+.0 

oder > 1 — w. 
Der Rest der Faktoren giebt also ein Produkt, 
das grösser als 1 — w ist und das Produkt hat also eineo 
endlichen Wert. 



unendliches Produkt für cosx. 141 

Konvergiert also die E.eihe der k, so 
konvergiert aucH das Produkt, divergiert 
dagegen dieBeihe der k, so hatdasProdnkt 
notwendig den Wert NnlL 

Sind die k erst von einem bestimmten ab alle 
negativ, so scheiden wir die Faktoren bis zu diesem 
bestimmten aus dem Produkt aus. 

Eine konvergentes Produkt ist z. B. 

8 24 48 80 



hm-m^-^)-= 



9 '25 49 '81 •'• 
8. Sind die Faktoren teils positiv, teils negativ, 
so ist eine besondere Untersuchung in jedem einzelnen 
Falle nötig.» 

§ 89. Unendliches Produkt für cos x. 

1. In § 79 fanden wir für ganze n für cosnx 
die Reihe: 



cosnx=cos^x 



:— 1 j^jco8'i--2x,8in'x+( . Jcos^-fx.sin*x- 



Sei zunächst n gerade, so können wir in dieser Reihe 
für cos'x den Wert 1 — sin'x setzen und erhalten da- 
durch eine Reihe 

cos n X = A^ + Aj sin'x + A, sin* x + , . . + An . sin» x 



8 



1 Notwendige und hinreichende Bedingung für die Konvergenz 
eines Produktes ist, dass 

(l+MC + ^n+l)--- O + Vr) 
bei passender Wahl von n für Jedes beliebige r dem Werte £ins be- 
liebig nahe kommen mnss, also den Wert des Frodakts der voran- 
gehenden Faktoren nioht mehr wesentlich ändern kann. Yergl. 
EncyKL der math. WissensclL B. l, p. 118. 
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8 

WO sin' X = y ist. Nun wird aber die linke Seite dieses 
Aosdraoks für x gleioh einem der Werte 

n Sti 5flf 2n — 1 

2^' 2^' 2T' ••'"IT"'' 

za Nall, es sind also die Werte 

• t ^ . -3» . ,5jr . , 2n — 1 

sin'-^r— , sm'^r— , sin"ö— > ...sin" 

2n' 2n ' 2n' 2n 

Wurzeln der Gleichung 



n 



A^+A,y+ ... Any2 = 0. 



2 



Wie wir aber unten (§ 94) sehen werden ^ können 
wir dann die letztere Gleichung in das folgende Produkt 

oder auch in das Produkt 





sin' 



2u 



. , 2n— 1 
sm' n 



n 
zerlegen. Da cosnx für x^O den Wert 1 annimmt, 

erhalten wir hieraus aber, wenn wir y = sin'x setzen: 



cosnx = / 1 \/ 1 :r-\/ 1 — 




sin'x 
2n> 



. ,2n— 1 

sin*— s » 

2n 



t 
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2. Setzen wir in der letzteren Gleichung für x den 

X 

"Wert — , so geht dieser Wert über in: 

Sin' — \ / sm' 

C08X = (1 ^111— ^I..|l — 




. ^^^ \ . ,2n— 1 

^ / \ sm'ö^/ \ Bin'—- n 

2n 2n 2n 

Lassen wir jetzt n unendlich gross werden, so 

X X 

dürfen wir für sin — den Wert — und ebenso für 

n n 

sin^^ — den Wert :r — setzen und erhalten: 
2n 2n 

d. h. ein Produkt, das für jeden Wert von x kon- 
vergent ist. 

3. Ist n nicht gerade, so erhalten wir dasselbe 
Produkt, wenn wir ausgehen von der Gleichung 

co3nx^cosx(A^4"A.i8iiis^H~ A.2^^^*"l~ • • •) 

In dieser wird, wenn anstatt x der Wert — gesetzt 

wird, cos x = cos 0=1. Im übrigen bleibt der Gang 
der Ableitung derselbe. 



§ 90. Unendliches Prodnkt für sinx. 

Binx = ,(l_i;) (l-J^) (l-^) (l- j|^.)... 

Wir fanden in § 79 ebenso für sinnx den Wert: 
sinnx = L j . cos^^-^ x. sinx — f |cos'^-8x8in"x+ . . . 
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Ist hier n ungerade, so erhalten wir für sin x, 
dadareh dass wir für cos'x wieder 1 — ain'x setzen 
sin X n = Aj sin X + AjBin* X + AjSin" X + . • + An+i sin"» X, 

oder: =Binx(Aj+A,8in'x+A,8in*x+..AB4-isiii^— ^x). 

Hier wird die linke Seite der Gleichung wieder 

NuU für die Werte 0, — , — , — .. /°""^^'' , und 

'nun n 

wir erhalten wie oben 

/ sin' X \ / sin* x \ 
sinnx^Asinx/l i/ 1 jr- i . . . 

\ n / \ n ' 



1 — 



sin'x 

. . n-l 
Sin' n 



„ . , smnx 

Für x = wird —. = A = n« 

sinx 

Setzen wir auch hier für x den "Wert — , so er- 

n 

halten wir das obige Produkt für sin x. 

§ 91. Unendliche Produkte für n, f2 und ^3^ 
1. Setzen wir in dem Produkt für sin x für x den 

Wert "ö", so erhalten wir 

'-T('-i^)('-?)('-^)- 
= f(-|)('+i)('-i)('+l) 

;rl33557 

. . . , oder : 



""2-2'2-4'4'6*6 
n 2.2.4.4.6.6... 



2 1 • 3 • 3 • 5 • 5 • 8 • • • 



(WalUs'sches Produkt). 
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7t 

2. Setzen wir ebenso x=-2-, so erhalten wir: 

und hieraus: 

jnp^_ £ 4 . 4 . 8 , 8 . 12 > 12 , , , 
4 ~}/2 ' 3.5.7.9.11.13... 



3. Gleicherweise finden wir für x = -^, sin -;- = -pr, 

6 6 2 



oder: 



2 6 r 2*.3V(^""4«.3V^""6».3V"*' ^^®'* 
;ir 3 6.6.12.12.18.18... 



2 2 ' 5.7.11.13.17.19... 

4. Aus den Formeln in 1 und 2 erhalten wir noch 

r- _ 2 . 2 . 6 . 6 . 10 . 10 . . . 
^^^ 1.3.5.7.9.11... 

5. Ebenso können wir auch aus dem Produkt für 
cos X solche unendliche Produkte aufstellen ; so erhalten 

wir z. B. für x = 



6 ' 



cos-^ 



- 2 '^^-(^-3V\^"~3«.3V\^~3\5Vr" 
oder 

^ _ 2 . 2 ♦ 4 . 8 . 10 . 14 . 16 . . . 

'^^ ""1.3.3.9.9.15.15... 

§ 92. Yerwandlnng einer unendlichen Reihe in ein 

unendliches Produkt. 

1. Es ist: 

iio+^ + ^ + ^«+ 

= ^ ^0 + ^1 ^0 + ^1 + ^ Oq + ^i + ^ + ^s 

^ ' ^0 ^0+^ ' «0 + ^ + ^ 

S p r e r , Niedere Analysis. lo 



• • • 



.j 
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2. Beispiel. Es ist (vergl. § 59) 
^"1.2^2.3^3.4^4.5^ 

- _L ± A Ü ^ 

"" 2 • 3 • 8 ' 15 • 24 •••' 



2 



§ 93. Yerwandlung eines unendlichen Produkts in eine 

unendliche Reihe« 

1. Wir haben ebenso: 

2. Beispiel. Aus § 91, 2 finden wir 

i=('-4)'-Ä)(-Ä)('-^)-- 

Hieraus folgt so z. B. 

^___8 8 8.24 1 8 . 24 . 48 J^ __ 

4 "" 9 9.25 9.25*49 9. 25. 4981 ••*' 

3. Notwendig ist jedoch auch hier wie in § 92; 
dass die Operationen innerhalb des Konvergenzbereichs 
«ich vollziehen. 
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V. Abschnitt. 

Gleichungen. 

XVI. Kapitel 

Allgemeine Eigenschaften der algebraischen 
Gleichungen mit einer Unbekannten. 

§ 94. Die ganze algebraische Funktion als Gleicliüng« 

1. Ist irgend eine ganze algebraische Funktion 
y = f (x) = aoX« + a, x'i-i + a^x^^-aH- . . . + an 

gegeben und setzen wir dieselbe gleich Null, so stellt 
dieselbe eine Gleichung des nten Grades dar 
a^xn + a, xii-i + a, xii-2 + . . . + an = 0. 

2. In einer solchen Gleichung dürfen wir a^ stets 
gleich Eins setzen^ denn wäre a,, nicht gleich Eins, so 
hätten wir nur die Gleichungen mit a^ durchzudividieren, 
um dies zu erhalten. 

3. Jede Grösse x, die für x in die Gleichung einge- 
setzt, dieselbe befriedigt, heisst eine Wurzel der Gleichung. 

4. Multiplizieren wir die Binome (x — xj, (x — x,).. 
(x — Xn) miteinander und bezeichnen wir die Summe 
der pten Kombinationen der Werte x,, x, . . Xn durch 
ap, so erhalten wir als Wert des Produktes 

(x— Xj)(x--x,)..(x— xn) = x'i— aiXn-i + ajXn-2— .. + an. 

Setzen wir in dieser Gleichung irgend einen Wert 

Xj; X, . . . oder Xn für x, so verschwindet die linke 

Seite der Gleichung und also auch die rechte Seite des- 
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selben. Die Werte x^, x,, x, . . xn eind also die Wurzeln 
der Oleichnng 

nn — ajxn-i + a,xn-«— ...+an = 0. 

5. Ist umgekehrt x^ eine Wurzel einer beliebigen 
Gleichung x^ + a, x'^-i + a^x'*— *4-.-. = 0, so ist x — Xj 
stets ein Faktor der linken Seite dieser Gleichung. 

Ziehen wir nämlich von der urspiünglichen Glei- 
chung den Wert 

x,n + a,x,n-l + a,Xjn-8+...=0 
ab, so erhalten wir die neue Gleichung 
(x^— x,»)+a/xii- 1— Xj>i-i)+a^(xa-«~x,n-2) + . . = 0. 

In dieser Gleichung ist aber x — Xj in jedem ein- 
zelnen Gliede enthalten. 

6. Ist irgend eine Wurzel Xj bekannt, so kann die 
Gleichung des nten Grades durch Division mit x — x^ 
auf eine des (n — l)ten Grades reduziert werden. 

7. Die Aufgabe, eine algebraische Gleichung zu 
lösen, ist also die, solche Faktoren x — x^, x — x, . . . 
zu finden, welche ohne Best in der linken Seite der- 
selben enthalten sind. 

§ 95. Die Gleichung durch Potenzen yon (x— a) aus- 
gedrückt. 

1. Soll irgend eine ganze Funktion des nten Grades, 
etwa die Funktion x^ — 2x'-f3x' — 4x+5 durch einen 
Faktor (x — a), hier etwa (x — 3) dividiert werden, so 
erhält man durch Ausführung der Division das folgende 
Besultat (vergl. hiezu Sammlung Göschen, Algebra, § 10). 
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X — 3 



x*-2x' + 3x"-4x+5 
x*~3x» 

+ x» + 3x« 
+ x»-3x* 



x» + x' + 6x+14 



+ 6x' - 4x 
+ 6x«~18x 

+ 14X+ 5 
+ 14X-42 

+ 477 
Dieses Verfahren kann bedeutend vereinfacht werden 
wie folgt: 

x*-2x» + 3x«-4x + 5:x-? 

J_ +3 +3 +18 +42 

1 +1 +6 +14 +47* 

"Wir schreiben zuerst — , alsdann multiplizieren wir 

den Nenner 1 mit + 3 und erhalten den Zähler 3 de8 
zweiten Bruchs. Dieser zu dem darüber geschriebenen 
Koeffizienten addiert, giebt den Nenner des zweiten 
Bruchs, der wieder 1 ist. Dieser wieder mit 3 multi- 
pliziert; liefert den Zähler des dritten Bruches, der nun 
den, über ihm stehenden Koeffizienten + 3 vergrössert 
den Nenner des Bruches giebt u. s. w. 

Die Nenner der Brüche sind dann die Koeffizienten 
des Quotienten^ der letzte der Kest, den die Division 
ergiebt. Es ist hiebei nichts anderes geschehen, als in 
obiger Ableitung alles Entbehrliche weggelassen worden. 

"Wir haben daraus erhalten: 
y = X*— 2x»+ 3 X«— 4 x+5=(x-3) (x»+x'+ 6 x+14)+47. 

2. Den Ausdruck x' + x*+6x+14 können wir 
wieder durch x — 3 dividieren und erhalten dann für 
üe Funktion y einen Ausdruck 

y = (x'+ax+b)(r- 3)*+ E^ (x— 3)+47. 
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Hierauf folgt ebenso wieder: 
y=(x+a,)(x-3)»+ß,(x-3)Hß.(x-3)+R.(R.=4r; 
und endlich 
y = (x-3)*+R,(x-3)»+R3(x-3)'+R,(x-3)+R,. 
3. Wenden wir das obige Verfahren auf diese Di- 
visionen au; so erhalten wir das Schema: 

y = X* — 2 X» + 3 x' — 4 X + 5, x — • 3, 
3 3 18 42 



1 


6 


3 


12 


4 


18 


3 

7 


21 
39 


3 

10 


R,= 


^5 = 


1. 



14 
54 



68 
R, = 39, 



47 R.=47, 
R, = 68, 



Es ist also: 
y = (x-3)* + 10(x-3)»+39(x — 3)'+68(x-3) + 47. 

§ 96. Die Gleichung als stetige Funktion« 

Setzen wir in der Gleichung y = a, x" + a, x"~^ 

+agx'*" +*«'"fa, anstatt X einen Wert X +d, wobei d 
sehr klein ist, so wird auch der Wert von y sich nur 
um eine kleine Grösse Ay verändern. Lassen wir 
namentlich x stetig wachsen bis zum Werte x-f-d, so 
wird auch y stetig wachsen bis zum Werte y+^y. 
Dieses Wachstum wird also nie sprungweise stattfinden,, 
sondern es wird ein allmähliches sein. Stellen wir die 
Funktion aber auf die in § 46 angegebene Art durch 
eine Kurve dar, so wird zu jedem Wert von x nur 
ein Wert von y gehören und die Funktion selbst 
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wird durch einen fortlaufenden Kuryenzug zum 
Ausdruck kommen. Nimmt nun die Funktion für die 
Argumente Xj und x, verschiedene Vorzeichen an, so kann 
dies nur dadurch möglich werden, dass derKurven- 
zug zwischen den Strecken x^ und x, die 
xAxe schneidet. Diesem Schnittpunkt entspricht 
aber ein Argument x^, das die Funktion zu Null macht, 
also eine Wurzel der Gleichung y = ist. Nimmt 
also für zwei Werte Xi und x, die Funktion 
verschiedene Vorzeichen an, sohatdie gleich 
Null gesetzte Funktion eine Wurzel x^, die 
zwischen x^ und x, liegt. 

So wird z.B. die Funktion x» + 2x* + 5x — 8 für 
Xj=0, gleich — 8 und für Xj=2 gleich 18, also liegt 
eine Wurzel der Gleichung x'+ 2 x'+ 5 x-»— 8=0 zwischen 
und 2. Es ist dies die Wurzel x = l, 

§ 97. Fonktionswerte mit positivem Torzeichen. 

5. Ist unter allen Koeffizienten der grösste absolut 
genommen gleich p, so ist: 

(p + l)^>p((p+l)'^-i + (p + 1)^-2+... + !), d. h.: 

>(p+l)n-l. 

Hieraus folgt aber, dass, selbst wenn alle übrigen 
Koeffizienten negativ und gleich p wären, dass für 
x = (p + l) der Wert der Funktion 

(p+l)'^ + a,(p + l)n-i + a,(p + l)n-2+... 

positiv wird, x kann also in jeder Gleichung so gross 
gewählt werden, dass die Gleichung als Funktion an- 
gesehen einen positiven Wert der letzteren ergiebt. 
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Wird X noch grösser als (p + 1) gewählt, so ist 
der Wert der Punktion um so mehr positiv. E s k a nn 
also keine positive Wurzel einer algebra- 
ischen Gleichung grösser als der grösste 
um Eins vermehrte Koeffizient derselben, 
dieser absolut genommen, sein. 

2« Hat man ferner auf irgend welche Art die 

Gleichung auf die Form 

(x — a)'» + En(x + a)ii-l + Ra^l(x — «)n-8+... 

+ E,(x^a) + I^=0 
gebracht und sind sämtliche Werte B positive Grössen, 
so wird für x = a oder x>o der Wert der Funktion 
ebenfalls positiv, und wir finden, dass a gleichfalls 
eine obere Grenze für die positiven Wurzeln 
der Gleichnng ist. 

3. Ist insbesondere die Funktion von geradem Grade^ 
so wird auch für ein negatives x = (p + 1) oder x>p+ 1 
der Funktionswert positiv, und es ist also für Gleich- 
ungen von geradem Grade der grösste, ab- 
st>lut genommene; um Eins vermehrte Koef- 
fizient derselben auch eine untere Grenze 
für die Wurzeln der Gleichung. 

§ 98. Funkt io US werte mit negativem Torzeichen. 

1. Ist eine Gleichung von ungerader Ordnung, so 
körinen wir das einemal x = + (p + l)> das anderemal 
x = — (p + 1) setzen und erhalten das erstemal einen 
positiven, das zweitemal einen negativen Wert der 
Funktion. Jede Gleichung von ungerader Ord- 
nung hat also mindestens eine reelle Wurzel 
zwischen • — (p+1) und.+ (p + l)« 
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2. Ist ebenso eine Gleichung von gerader Ordnung 
mit negativem Absolutglied gegeben, so erbalten wir für 
x = einen negativen und für x = + (p + l) positive 
Werte der Funktion. Jede Gleichung von ge- 
radem Grade mit negativem Absolutglied 
hat also wenigstens zwei reelle Wurzeln, 
von denen die eine zwischen — (p+l) und 0, 
die andere zwischen und +(p + l) liegt. 

§ 99. Komplexe Wurzeln einer Gleichung« 

1. Ist irgend eine Gleichung in x von ungerader 
Ordnung gegeben und dividieren wir diese Gleichung 
durch X — a, wo a die in § 97, 1 erwähnte Wurzel 
ist, so ergiebt sich (§ 94) eine Gleichung vom Grade 
(n — 1), also von gerader Ordnung. Hat eine Gleichung 
von gerader Ordnung ferner ein negatives Absolutglied, 
so folgt aus § 98, 2 ebenso, dass durch Division aus 
derselben eine Gleichung vom Grade n — 2 gebildet 
werden kann. In beiden Fällen werden wir also den 
Grad der Gleichung verkleinern können, bis wir auf 
eine Gleichung gerader Ordnung mit positivem Ab- 
solutglied kommen. 

2. Ist eine solche Gleichung gegeben, so muss keine 
Wurzel dieser Gleichung reell sein, es können vielmehr 
einzelne oder alle Wurzeln dieser Gleichung imaginär 
sein. Durch Einführung von x = a-\-ßi geht dann: die 
Gleichung in die Form A + Bi = über. Setzen wir 
hier A^O und B = 0) so kann gezeigt werden, dass 
diese Gleichungen immer durch reelle Werte a und ß 
befriedigt werden können. Es giebt aber keinen ein- 
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fachen Beweis hiefür, und wir müssen deshalb nns be- 
gnügen, darauf hinzuweisen.^ 

3« Die Bichtigkeit dieses Satzes vorausgesetzt, 
können wir aber behaupten, dass jede Gleichung 
des nten Grades auch nWurzeln haben muss. 
Ist a nämlich eine Wurzel der Gleichung, und eine 
solche muss, wie wir sahen, jede Gleichung haben, so 
können wir durch Division mit x — a die Gleichung 
auf eine vom Grade (n — 1) zurückführen. Aus dieser 
folgt eine vom Grade n — 2, hieraus eine solche vom 
Grade n — 3 u. s. f. ; d. h. wir finden^ dass die Anzahl 
der Wurzeln gleich n ist. Die Anzahl dieser Wurzeln 
kann aber auch nicht grösser als n sein. Ist sie grösser 
als n^ so müssen alle Koeffizienten gleich Null seiti. 

4. Entwickeln wir nach dem binomischen Satz 
(a + i^i), so erhalten wir die Gleichungen 

(a + /?i)P = A + Bi und 
(a__^i)P = A — Bi. 

Wenden wir dies auf alle Glieder einer Gleichung 
an, so haben wir für das Einsetzen von x ^ a -f- ^ i und 
x = a — ßi die Funktions werte 

P + Qi und P— Qi. 

Ist aber a-\-ßi eine Wurzel der Gleichung, so muss 
sowohl der reelle als auch der imaginäre Teil von 
P + Qi gleich Null sein, d. h., es ist P = Ound Q = 0. 
Dann ist aber auch P — Qi = 0, und es ist somit auch 
a — ßi eine Wurzel. 



1 Vergl. hierüber z. B. Lipscbitz , Grundlagen der Analysis, 
p." 248—888. 
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Alle komplexen Wurzeln einer Gleichung 
treten also paarweise unter der Form a-\-ßi und a — ßi 
auf. Ein solches Wurzelpaar heisst konjugiert. 



XV IL Kapitel. 

Eigenschaften der Koeffizienten einer Gleichang. 

§ 100. Die Koeffizienten als Kombinationen der Wurzeln. 

1. Sind öj, ffj, «3, ... an die Wurzeln einer Glei- 
chung, so erhalten wir die Gleichung als Produkt der 
Binome (x — aj, (x — «j) • • . (x — «n) oder: 

xn— C^(a)x«-i + C'(a).xn-2- C*(a)xa-8+ ... =0, 
wo C'(a), C"(a), C'(a) . . . die Kombinationen der ersten, 
zweiten, dritten u. s. w. Klasse der Wurzeln sind. 

2. Ist also 

xn + aiX»-i + a,x'i-2_|-,_-}-a^ = 
die gegebene Gleichung, so gelten die folgenden Be- 
ziehungen 

C*(«) = -V C«(a)- + a„ 

G'{a) S3, C*(a) = + a,, 

C^(a) = — ag, C*(a) = + a, u. 8. w. 

3. So ist z. B. für die Gleichung des zweiten Grades 

x' + ajX + aj = 0, 
«1 + «, = — ftj, Oia, = ajj. 
Ebenso ist für die Gleichung dritten Grades 

x' + ajX* + ajX + a3=^0, 

«i + «i + «8 = --ai» 



«i^t^a^ — V 
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4. Insbesondere haben wir: Das Absolatglied 
ist gleich dem positiven Produkt der Wur- 
zeln für Gleichungen von gerader Ordnung 
und gleich diesem negativen Produkt für 
Gleichungen ungerader Ordnung. Weiter 
ist der Koeffizient des zweiten Gliedes der 
Gleichung gleich der negativen Summe der 
"Wurzeln. 

§ 101. Summen von Potenzen der Wurzeln. 

1. Bezeichnen wir die gleichen Potenzen der 
Wurzeln mit Si, S, . . ., also ist z. B. 

Sj = ai + «, + a,+ . . . an 

S, = «1 ' + «,' + «8* + • • • «n'> 

8, = a/ + a,* + a,*+ . . . an" u. s. w., so ist 

Sj = — aj oder Si + ai=0. 
Weiter finden wir unmittelbar: 

*i '=(«,+«»+«»+..«n')=«, '+«t'+-«n'+2(aja,+Oj «,+..) 
oder 

aj' = 8, + 2a, oder 

S, — a,« + 2a, = 0, d. h. 

S5, + a,S, + 2a, = 0. 

Ganz ebenso finden wir weiter: 

S, + ai8, + a,S, + 3a3 = 0, 

S4 + ai83 + a,8, + a,S, + 4a, = 0, 

Sö+*iS4 + a,8, + a38g + a5Sj + 5a5 = u. s. w. 

2. Umgekehrt erhalten wir aus diesen Gleichungen 
wieder, wenn wir für 8,, 8,,, 8, die Werte, die wir 
nacheinander in den Koeffizienten finden, einsetzen: 
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Si = aj + a, + «a+ . . . + an = — a^, 

S3 = «»" + «s"+«8'+...«ii» = -a/ + 3a,a, + 3a„ 

84 = «i* + ««* + «8*+---«n* = a^*-4a/a,+4a,a,+2aj' 

— 4a^ u. 8. w. 

3. Umgekehrt erhalten wir aus den letzteren Glei- 
chungen wieder: 

a, = -8, 

a,=^-^(S/ + 2S,'-38,8,) u. s. w. 

4. Diese, dieNewton'sclien Formeln genannten, 
Beziehungen lassen sich mit Benützung von Deter- 
minanten auch wie folgt schreiben: 



s.=+ 



8.=- 



»1 
2 a, 

2a, 
3a, 



und a. ^ TTT 



1 

a. 




1 
a. 



^3 = 



3! 



8, 1 

8, 8 

8. 



8. 



8. 
8. 



a 

2 



8. = + 



a^ 1 




2a, a^ 1 
3a, a, a, 1 
4a^ a, a, a^ 



a. = + 



4! 



8, 1 





8, 8j 2 

8, 8j 83 3 

8, 8, 8. 8. 



u. s, w. 



§ 102. Weitere symmetrische Formeln zwischen den 

Wurzeln. 

1. Aus 8m = ai™+aa™+...+aii™ und 
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folgt durch Multiplikation unmittelbar: 

öm . Sp — Sm+p = 2a^^ o,P. 
Ganz ebenso findet man 

Sm • 8p . 8q — Sq . Sm-f-p — Sp • bm+q — bm • 8p-|-q 

+ 2 8ni+p-fq = -^ai™o,Pa8^ u. s. f. 
2. Es ist weiter wie wir sahen : 

— aj = ^Oi, 

+ a, = -^aia„ somit 
aj« = ^aj' + 2-^aiag 

— aja, = ^a/a, + 3-r ',a,a8 

— aj' = ^ai' + 3-^ai*. «9 + 6^010,03 u. s. w. 

Aus diesen Beziehungen erhalten wir jedoch durch 
Auflösung nach den symmetrischen Summen der Wurzeln 
ausser den Formeln Sj, 8,, 83 . . • noch: 
-rai'o, = — a,a, + 3a3 
2'ai'o, = ai'a, — 2 a,' — aia3+4a^ 
-^a,«a,' = a,» — 2a,a, + 2a, 
-rai'o,aa = a^a3 — 4a^ 

^a, *ö, = — a^^ a, + 3 a^ a,* + a^* aj — 5 a^ a, — 8^ a^ + 5 a^ 
2a^^a^* = — aj a, ' + 2 aj ' dg + a, a, — 5 a^ a^ + 5 a^ 
-^«i'«2«8= — ai'as + ^ftjag + a^a^ — Sag 
-^«i'«2'«8 = — ^2 »8 + '^ *» ** "~ ö a^ 
2a^^a^a^a^=^ — a^a^ + öag u, s. w/ 

§ 103. Symmetrische Funktionen der Wurzeldifferenzen. 
1. Es ist 



1 Eine Tabelle solcher Relationen tiodet sich z. B. in Meyer- 
Hiröch, Aufgabensammlung I. Teil, und ia Salmon-Fledler , Algebra 
der linearen Transformation, p. 446. 
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Setzen wir hierin für a nacheinander die Werte 
a]9 a^j «8 " * ^^^ addieren, so folgt daraus aber: 

Und wenn in diesen Formeln wieder für x die 
Werte Oj, «,, a, gesetzt werden, durch Addition für 
gerade m, da («p — aq)™ = (aq — ap)™ ist: 

oder da die Binomialkoeffizienten paarweise gleich und 
damit die Glieder dieser Summe rechts ebenfalls paar« 
weise gleich werden: 

^(«.-o,)>»=S,S„-(^)8.Sm-l+(2)s.Sm-8-... 

So ^ist z, B. : 

-F(a,-a,V = S,S,~4S,83 + 3S,« 

-^(«1 — «2)' = So »6 — öS, S,+ 158,8,-1083' etc. 

2. Ist m dagegen ungerade, so erhalten wir auf 
beiden Seiten den Wert Null, da die Glieder sich paar- 
weise Aufheben. 
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XVin. Kapitel. 

Aariosnng der Gleichungen hohem Grades. 

§ 104. Umformungen yon Gleichungen. 

1. Wird anstatt x in einer Gleichung y + h ge- 
setzt; so geht dieselbe in die folgende über: 

(y + h)'^+aj(y + h)'i-i + a,(y+h)n-2+ ... =0, oder: 

yn + (nh + aOyn-i+((gh« + (^).ha, + a,). 

Setzen wir in dieser letzteren Gleichung h = — — ^ , 

so wird der Koeffizient der zweithöchsten Potenz von 

y gleich Null, und unsere Gleichung nimmt also die 

Form 

yii4-b^yn-2-|-b3yn-8+ . . . +bn = 

an. Gleicherweise kann durch passende Wahl eines 
Werten für h irgend ein anderer Koeffizient zum Ver- 
schwinden gebracht werden. Die so erhaltene Gleichung 
ist deshalb wichtig, weil von dieser Form ausgehend 
die Lösung für die Gleichungen des dritten und vierten 
Grades sich am einfachsten ergeben. 

2. Ersetzen wir ebenso x durch py, so erhalten 
wir eine Gleichung, deren Wurzeln pmal kleiner sind 
als die der ursprünglichen; nämlich 

pnyn_j-a^pn-iyn-i-}-a,pii-2ya-2_|. ^ — q q^qj. 

yll— 1 yll— 2 

y°+*>7 +'^-p +...=0. 
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y 

3. Ganz ebenso finden wir für x = — eine Glei- 

P 

cbung , deren Wurzeln p mal grösser sind als die der 
gegebenen : 

y^ + a. p .y«-i + a, . p* . y^-2+ agp» . yi-3+ ... =0. 

4. Beispiel. Soll etwa in der Gleichung 

x* + 8x+3x» + 8x+l2 = 

der Xoeffizient des zweiten Gliedes zu Null gemacht 
werden, so haben wir für x den Wert y — 2 zu setzen 
und erhalten die neue Gleichung 

y*-2ly« + 60y— 40 = 0. 

Die Wurzeln dieser Gleichung sind um 2 grösser 
als die der alten. 

§ 105. Auflösung der Gleichung yierten Grades/ Die 

Methode yon £nler. 

1. Die Auflösung der Gleichungen des vierten 
Grades kann auf die verschiedenste Weise dadurch er- 
halten werden, dass wir eine bestimmte Gleichung des 
dritten Grades ableiten, die von der ersteren abhängig 
ist, und deren Wurzeln mit denen der gegebenen 
Gleichung in gewissen Beziehungen stehen. Auf 



^ Die Auflösang der Gleichungen des dritten Grades ist bereits 
in Sammlung Göschen Nr. 47, Algebra , behandelt und müssen wir 
auf dieses Bändchen verweisen. Dergleichen findet sich dort auch 
die Auflösung der reinen Gleichungen höhern Grades x° = l, durch 
die Moivresche Formel. Wir haben es deshalb auch unterlassen, auf 
die letztere Formel weiter, als wir mussten, bei^der Theorie der 
Beilien einzugehen , und müssen ialso auch betreffs dieser auf das 
Bändchen Algebra der Sammlung verweisen. 

S p r 6 r , Niedere Analysis. U 
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diesem Verfahren beruhen auch die Auflösungen von 
Ampere und Euler. Beide gehen von der Gleichung 
x* + »x' + bx + c = aus, in der also das Glied mit 
x' fehlt. 

2. Methode von Euler. Es seien x^ x,, x,, x^ 
die Wurzeln der Gleichung. 

Wir haben dann allemal die Relation 

Xj + x, + x, + x^ = 0. 

Setzen wir jetzt 

x, + x, = o = — 2yn 

Xi + X4 = y= — 2Vy3^ 
so erhalten wir: 

a' + ß' + Y' = (a + ß + yy-2(aß+ay + ßy) 
= (3x, + x, + X3 + xJ«-2(x, + x,)(x. + x,) 

- 2 (x, + X,) (X, + X,) - 2 (X, + X3) (x, + X,) 

— 2(XjXj + XjX3 + XiX4 + x,X3 + x,X4 + x,xJ — 4Xj«. 
Nun ist aber nach § lOO 

XjX, + XjX3 + x,x^ + x,X3 + x,x^ + X3X^ = a 

und da 

Xi + Xg + X3 + x^ = 

(2x, + x,+x, + X3 + x,)» = 4x/ 

Xj ^ + Xj x, + Xj X3 + X, x^= Xj (Xj + X, + X3 + x^) = 0, also ; 

a" + ^' + / = — 2a. 
Weiter ist: 
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aßy=(x,-\- xj (Xj + X3) (x, + x J 
= Xj«(Xj+x, + Xs+xJ + XiX2 ^8 + ^1 3^2X4 

+ XjXgX^ + XjX,X^ 

oder da 

Xj Xj X3 +Xj X3 x^ + Xj Xj x^ +x, X, x^ = — b 

aßy = — b. 
Ebenso ist 

a^ = Xj* + Xj X3 + X, X, +X2 X3 

= Xj(x,+X2 + X3 + xJ + X2X3 — x,x^ 

= Xg X3 — X, x^, und 

a' ß' +a'y' + ß' y' = (x, X3 - X, x,y + (x, x, - X, x.Y 

-f (x3X^ — XjXj)* oder nach eiuigen Umformungen 

^(x^X.+XiXj + XjX. + XgXg + XgX. + X.xJ'* — 4X,X,X3X^ 

oder da 

^1 ^2 ^3 ^4 = ° ^8*^> 

a^jS* und y' sind aber die Wurzeln der Gleichung 

oder der GleichuDg 

z» + 2az*+(a« — 4c)z — b« = 
oder o, /?, y selbst sind die Wurzeln der Gleichung 

u« + 2au*+(a'— 4c)u* — b* = 0. _ 

Um an Stelle der Werte a, /?, y, die Werte 2 l^y^, 

2 Ky^ 2 /y7 zu erhalten haben wir nur noch z=4y zu 
setzen uud erhalten nach Division mit 64 die Kesolvente. 

y' + y *y*+ ii(»' - 4 ") y - 4 b» = 0. 

3. Die Wurzeln der gegebenen G-leicbung- sind dann 
gegeben durch die obigen Gleichungen 1) und es wird 

^»-—'^h'^'^+ l'Z! \ für positive b 

3t, = + Vy.-v'y. + Vy, ' 
^4 = + »'y. + ^s, - hl . 
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und 



> für negative b 



x, = + Vy:-yx^-/^ 

Die Vorzeichen von ]/j^, Vy,, YjI bu^^ dadurch he^ 
stimmt, das8yyl.V^.yy,=-gai?y=-—g-b sein muss 

4. Beispiel, x* — 25x'+60x — ^6=0. 

■n- T? 1 ^ • ^ s 25 , , 769 225 . 
Die itesolvente wird y' — — y + -r«- y — — j-= C 

Die Wurzeln dieser letztern Gleichung sind aber 

IT» ^' X' *^®® ist y^ = — , )/^ = 2, yyr= "2" »ii^d die 

Wurzeln der ursprünglichen Gleichung sind demnach 
1, 2, 3 und — 6. 

§ 106. Fortsetzung. Methode von Ampere. 

1. Die Auflösung von Ampere ist der von Euler 

nahe verwandt. 

Es sei 

z , z 

X, = -g- -f- a, ^ = "2 «• 

Setzen wir diese Werte in die Gleichung ein, so 
erhalten wir 

z* z'.a 3 a* z' 

•jg + — 2~ + "^z'+2a'z + o* + a.-j- + aaz + aa« 

+ b — + ba + c=?0. 
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Ebenso ist für x, = -^ a 

z* z*.a 3a'z' z* 

Yß 2""! 2 ^*'^ +** + *"T" — aaz + aa' 

z 

+ b-^ — ba+c = 0. 

Durch Subtraktion der letzten Gleichung voii der 
vorletzten und Division mit 2a folgt aber: 

z» 

-^ + 2a'z-f-az + b = 0, also: 

2. Hiebei ist weiter Xj+Xj = z, also wenn z = 2fy\, 

z' 
so ist Vi = --^. Setzen wir diesen Wert in die Eulensche 

Besolvente ein, so erhalten wir zur Bestimmung von z 
die Gleichung 

z»+2az*+(a»-^4c)z*— b»=:0. 

3. Die übrigen Wurzeln der Gleichung sind dann: 

4. Beispiel, x* — 9 = giebt 

z«+36z*==0. 



somit z' = oder z* = — 36, z = y-36, 

Der Ausdruck in der Klammer ist aber wie durch 
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«{uad deren sich sofort ergiebt y4:2, und wir erhalten 

also: 

x,=-/3; x,=-iy3; x3=+y3, x,=-i/3: 



§ 107. Fortsetzung« Methode des Cartesins. 

1. Auch diese Methode ist den obigen nahestehend. 
Gehen wir wieder von den Gleichangen x* -f ax* + b^t -J- c=^ 
aas und setzen 

x* + ax»+bx+c=(x«+xy-|-t)(x«— xy+z), 

ßo erhttJten wir durch Gleichsetzung der Koeffizienten 

a=:t-|-z — y*, oder t -}- z = a -|- y ', 

b = y(z-t), z_t=^— , 

c=tz, tz = c und hieraus: 

2t = a + y'— — , also: 

(a + y'+|)(a + y»-|) = 4o 

oder wieder wie oben: 

y«_j_2ay* + (a^-4c)y»-b»==:0. 
Aus dem Werte für y finden wir weiter die "Werte 
für t und z und wir haben dann nur noch x aus den 
leiden quadratischen Gleichungen 

x*+xy + t=0 

x""— xy+z=0 
zu bestimmen. 

2. Beispiel, x*— Tx'^ — 12x+18=0. 
y«—14y*—23y»- 144=0, y=4. 

?Z = -7 + l6--^, Z:r=3, 
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2t = — 7 + 16 + 



12 



t = 6, 



x» + 4x + 6 = 0, Xj und x, = 2 + y— 2, 

x' — 4x + 3 = 0; X3 und x^ = 2+l, also =3 und = 1. 

5. Anmerkung. Ausser den angeführten drei 
Methoden die reduzierte Gleichung der vierten Grades auf- 
zulösen, giebt es noch eine ziemlich grosse Zahl anderer 
solcher Methoden. Wir müssen aber uns begnügen, dies 
erwähnt zu haben. 



§ 108. Auflösung zweier quadratischer Gleicliungen 

mit zwei Unbekannten«^ 

1. Seien 

ax« + (by + c)x+(dy« + y+fO = 

a,x» + (b,y + c,)x + (d,y« + e,y + fO = 
zwei Gleichungen des zweiten Grades und denken wir 
uns dieselben abgekürzt gesohrieben 

Ax« + Bx + C = AjX» + BiX + a=0, 
so erhalten wir daraus die vier Gleichungen: 

Ax» + Bx« + Cx =0 
Ax« + Bx + C = 
A,x« + Bix» + Cix =0 
Aix« + Bix+Ci = 0. 
Sehen wir in diesen x^, x' und x als Unbekannte 
an, so ist die Bedingung für das gleichzeitige Bestehen 
dieser Gleichungen (vergl. § 31) 



A = 



A 


B 


C 








A 


B 


c 


A. 


B. 


c. 








A. 


B. 


c. 



= 0, 



1 Vergl. hiezu z. B. äalmon-Fiedler, Algebra d. IIa. Transform. 
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womit zugleich die Elimination von x ans obigen G-lei- 

chnngen vollzogen ist. 

2. Beispiel. 

X« — 2xy + 3x + 2 = 

2xy — y» + x— y — 2 = 
giebt: 

1 — 2y + 3 2 

1 — 2y+3 2 

2y + l — (y' + y + 2) 

2y + l _(y«+y + 2) 



i = 



= 



oder: 



3y* — 2y» — 12y« — 23y — 12 = 0. 



§ 109. Aufsuchen yon ganzzahligen Wurzeln algebraischer 

Gleichungen. 

1. Sind die Koeffizienten einer Gleichung lauter 
ganze Zahlen, so kann die Gleichung keine Wurzel 
haben, die ein rationaler Bruch ist. Hiebe! ist aber 
der Koeffizient von x" gleich Eins vorausgesetzt. 

r 

Hätte nämlich eine Wurzel die Form — , so wäre 

s ' 

pTi / r \n-i / r \^-^ 

Durch Multiplikation mit s'^-* würde sich hieraus 
aber die Summe 

— + ai.s.rn-i + a,.s'.rn-2+...=0 

ergeben, und es wäre also ein Bruch und eine ganze 
Zahl zusammen gleich Null, was unmöglich ist. 

2. Hieraus ergiebt sich aber: Hat eine alge- 
braische Gleichung eine ganzzahlige Wur- 
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zel, so muss dieselbe notwendig einFaktor 
des Absolutgliedes sein. 

3. Wie wir saben, können wir für irgend einen 
Wert « jede Gleicbung in die Form 

(x — a)n + En(x — a)n-i + Rn-l(x — 0)^-24.. ,_]_ 1^ = 

bringen (§ 95). TJm den Wert von Rj zu erbalten, 
baben wir also nur in der Gleicbung für x den Wert 
a zu setzen und werden alsdann als Funktionswert 
der Gleicbung 

'R^ = a^ + fki a^-^ + . . . +an 
erbalten. 

Zieben wir diesen Wert von einem zweiten solcben 
Wert Rj' ab, für den wir erbalten 

Ri' = /?^ + ai/?"-i + a^/?'^-8+... + an, 

80 folgt aber, dass R^ — R/ stets durcb o — ß teilbar ist, 
in dem jedes (jl^lied der Funktion 

durcb diese Differenz teilbar ist. Für irgend zwei 
ganzzablige Werte a und ß ist also stets 

R| — Ri' . rr 11 

auch T — eine ganze Zahl. 

a — ß 

Ist insbesondere ß eine Wurzel der Glei- 
cbung und ist also R/ = 0, so ist notwendig 
aucbRi durcb a — ß oder aucb ß — a obneRest 
teilbar. 

4. Nacbdem wir dies vorausgeschickt baben, wollen 
wir zur Bestimmung der ganzzabligen Wurzeln einer 
Gleicbung geben und biefür das Beispiel 

x* — 14x» + 71 x«—154x+ 120 = 
wählen. Nach Absatz 2 kann nur eine der Zahlen 
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+ 1, +2, +3, +4, +5, +6, +8, +10, +12, +15, 

+ 20, +30, +40, +60, +120 
eine Wurzel der Oleichung sein. Setzen wir in der Glei- 
chung für X = 1, 80 ergiebt sich uns der Wert R, = + 24. 
Soll eine der obigen Zahlen also Wurzel der 
Oleichung sein, so muss nach Absatz 3 die um Eins 
verminderte Zahl ohne Rest in 24 enthalten sein. 
Hieraus folgt aber, dass unter den obigen Zahlen 
— 4, +6, +8, +10, +12, +15, ±20, +30, +40, 

+ 60, +120 
keine Wurzel der gegebenen Gleichung sein können. 
Ganzzahlige Wurzeln können als höchsten einzelne 
der Zahlen — 1, +2, +3, +4 oder +5 sein; wobei 
aber die eine oder andere (+4) noch als Doppelwurzel 
in Frag9 kommen könnte. Zur weitern Aufsuchung 
dient das in § 95 gegebene Verfahren. Wir haben: 
X*— 14 x» + 71x« — 154x+ 120-0 
1— 1 + 15— 86 + 240 



x = — 1 



x = + 2 



x = + 2 



x = 



x^ 



x = 



3 



x= 5 



1 — 15 + 86 — 240 + 360 ^^^^ 
1+ 2-24+ 94-12 0^,, _ 
l_12 + 47- 60+ 0^-^'"''"'^ 
1+ 2 — 20+ 54 



1 — 10 + 27— 6 
1— 2 + 28 — 150 
1_14 + 75_210 
1+ 3-27+_60 





R= — 6 



R = _210 



R = 0, x, = 3 



1— 9 + 20 + 
1+ 4 + 20 

. 5+ 0^-^' ^»-^ 



1- 

1+ 5 
1+ 



R = 0, X4 = 4. 
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Haben wir biebei einmal die Wurzel Xi = 2 ge- 
funden, so benützen wir zur weitern Entwicklung nicht 
mehr die ursprüngliche Gleichung, sondern die Glei- 
chung X»— 12x' + 47x — 60 = 0, deren Koeffizienten 
die vierte B*eihe des Schemas bilden. Hierauf unter- 
suchen wir zuerst ob nicht die Wurzel -\-2 nochmals 
eine solche ist. 

Haben wir die 2te Wurzel x, = 3 gefunden, so 
brauchen wir — 3 nicht mehr in Betracht zu ziehen, 
da das Absolutglied den Faktor 9 nicht enthält. 

Nachdem die 2te Wurzel x, = 3 gefunden, hätten 
wir Anstatt zur weitern Rechnung x' — 9x + 20 = zu 
benützen, auch letztere Gleichung direkt auflösen können. 

Die Gleichung hat also die Wurzeln 2, 3, 4, 5. 

5. Manchmal ist es von Vorteil, wenn wir auch 
für x = — 1 den zugehörigen Wert von E, zur Aus- 
scheidung ganzzahliger Faktoren des Absolutgliedes 
hinzunehmen. In obigem Beispiel hätte dies keinen 
Nutzen gebracht, da der Rest 360 uns nicht gestattet, 
weitere Faktoren von der Untersuchung auszuscheiden. 

Ist der erste Koeffizient nicht gleich Eins, so kann 
die Gleichung in eine andere transformiert werden, in 
der dies der Fall ist. Will man das nicht, dann er- 
leidet das Schema entsprechende Aenderungen. . 

§ 110. Mehrfache Wurzeln einer Gleichung« 

1. Es sei irgend welche ganze Funktion 
y = f(x) = x'i + aixn-i + a,xn-2+ . . . +an 

gegeben. Wie wir in § 94 sahen, ist dann immer 
f(x) — f(z) durch x — z teilbar. Setzen wir in dem so 



172 Anflösong der Qleichangen hohem Grades. 

erhaltenen Quotienten — ^^ naoh der ausgeführten 

DiTision z = x, so werden wir einen Quotienten erhalten, 
der im allgemeinen nicht gleich Null ist. Diesen Wert 
heissen wir die erste Ableitung von f(x) nach 
(x) und bezeichnen dieselbe durch 7', ^'(^) 
oder D f(x). So ist z. B. 

xn — z^ 

Dxn= = x^-i + xi-iz + ...+za 

X — z ' ' 

und für 

z = x, Dx'^ = n.xn->, Dax» = n.a,x»-i, 

D(xa+a^xii-i + a,xn-2 + ...) = n.xii-i + (n— l)ajX'»-2 

+ (n— 2) . a^xa-«+ . . . + an-i, 

D (x - a)n = D (x« - ( j) . xn-l . a + Q . x"-» « - . . .) 

n.n — 1 „ , n.(n — l)(n — 2) . . 
= n . xn j x^-^.a+ —^ Y-\\ -\a-Sa«_, 

= n.(x— a)ii-l. 

2. Die Ableitung der Ableitung bezeichnen wir 
ebenso als die zweite Ableitung und bezeichnen die- 
selbe mit y", f"(x) oder D*f(x). Desgleichen erhalten 
wir die dritte Ableitung y"', f'"(x) oder D'f(x). 

3. Ist insbesondere a eine Doppelwurzel der Glei- 
chuDg, so werden wir die Gleichung stets auf die Form 
bringen können 

(x-a)n + Rn(x — a)n-i+...+R3(x-a)« = 0, 
da ja (x — a)* ein Faktor der Gleichung ist. Für die 
Ableitung dieser Gleichung^ die linke Seite als Funktion 
angesehen, nach x müssen wir, wie aus der Definition 
unmittelbar folgt, denselben Ausdruck erhalteu, ob wir 
die letztere Form der Gleichung benützen oder die 
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nrspriinglicbe , d. h. wir finden, dass die beiden Aas- 
drücke 

n.(x — a)'^-i+(n-l)Rn(x — a)a-2+B^_^(x-a)'l-3 + .. 
-f2R,(x— a) und 
n.xa + (n— l).a,xn-i4-(n — 2)s,xii-2 + ..,-|_an_i 

identisch sind. Der erster e Ausdruck verschwindet 
aber, wenn wir für x den Wert a setzen, und wir 
finden: Hat eine Gleichung eine Doppel- 
wurzel a, BO ista auch eine "Wurzel dergleich 
Null gesetzten ersten Ableitung der Glei- 
chung. 

Ist a von der ursprünglichen Gleichung eine drei- 
fache Wurzel, so ist a von der ersten Ableitung eine 
zweifache und von der zweiten Ableitung eine einfache 
Wurzel. Wie der Satz allgemein lautet ist leicht er- 
sichtlich. 

4. Wissen wir so z. B., dass die Gleichung 
X»— 4x«+5x— 2 = 
eine zweifache Wurzel hat, so muss diese auch eine 
Wurzel der Ableitung 3x' — 8x + 5 = sein. Um diese 
Wurzel zu bestimmen, haben wir nur noch den gemein- 
samen Teiler dieser beiden algebraischen Gleichungen 
aufzusuchen (vergl. Sammlung Göschen Nr. 47^ Algebra, 
§ 11). Dieser Faktor ist x — 1. In der That sind 1, 
1, 2 die Wurzeln der gegebenen Gleichung^ 
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XIX. Kapitel. 

Näherungsweise Auflosung der Oleiehangen. 

§ 111. Allgemeine Bemerkung. 

Wie wir im vorigen Kapitel sahen, können wir die 
Gleichungen des vierten Grades noch auflösen. Das- 
selbe ist für besonders gestaltete Gleichungen des höhern 
Grades möglich, so z. B. für die Gleichungen x'^+l=0. 
Im allgemeinen aber ist es unmöglich, für Gleichungen 
höher als vom vierten Grade eine algebraische Lösung 
zu finden.^ Man ist dann genötigt, wenn die in § 109 
und 110 angegebene Arten zur Auffindung einzelner 
Wurzeln versagen^ die Wurzeln näherungsweise, zu be- 
stimmen zu suchen. Auch bei Gleichungen des dritten 
und vierten Grades wird diese näherungsweise Be- 
stimmung manchmal vorzuziehen aeih , da die andern 
Methoden oft auf sehr verwickelte Rechnungen führen. 
Die näherungsweise Bestimmung eignet sich zudem auch 
zur Auflösung anderer als algebraischer Gleichungen. 

§ 112. Die Methode von Lagrange« 

1. Es sei die Gleichung x* — 4x — 5 = aufzulösen. 
Bezeichnen wir die linke Seite dieser Gleichung durch 
f (x), so haben wir für x zwei solche Werte zu suchen, 
für die f (x) entgegengesetzte Vorzeichen hat. Zwischen 
diesen Werten x muss dann nach § 100 eine Wurzel 
der Gleichung liegen. So finden wir z. B. f(0) = — 5 

1 Diese ünmögliclikelt wurde zuerst von Abel (Grelles Journal 
Bd. 1) bewiesen. 
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und f (3) = + 10, d. h. eine Wurzel der Gleichung liegt 
zwischen und 3. Diese Wurzel suchen wir durch 
Probieren in noch engere Grenzen einzuschliessen, und 
zwar liegt dieselbe zwischen 2 und 3, da f (2) = — 5 ist. 

2. Die zu suchende Wurzel setzen wir nun =2H 

y 

und setzen diesen Wert in die gegebene Gleichung ein 
und erhalten 

\2-\ j — 4(2H 1 — 5 = und hieraus: 

5y« — 8y'-6y— 1=0. 
In dieser Gleichung finden wir wie oben, dass für 
y ein Wert zwischen 2 und 3 liegt, und setzen hier 

wieder y = 2H und erhalten so die neue Gleichung 

5z^ — 22z"— 22z — 1=0, z = 5H . 

3. Setzen wir dieses Verfahren fort, so erhalten wir: 

, = 2 + ±+l 

'+T+' 1 

1 +— 1 

2 4- — 

^ 4 • 

Hieraus ergeben sich uns aber für x die Näherungs- 
werte (§ 3). 

^' ^T' ^11' ^35' ^46' ^127' ^Ö54 
Letzter Wert ist =2,4566786. Würde als letzter 
Teilnenner die Zahl drei gewählt worden sein, so würde 

195 
sich als letzter Näherungswert -70^= 2,456675 ergeben. 

Der Wurzel der letzten Gleichung liegt zwischen 3 und 4. 
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§ 118. Die Newtonsche Methode. 

1. Auch diese Methode wollen wir an einem Beispiel 
zunächst klar zu machen suchen. Es sei etwa die 
Gleichung x' + 2x* + 3x — 7 = aufzulösen, Haben wir 
auch hier gefunden f(l)^ — 1 undf(2) = ll, so setzen 
wir hier x = l-|~h und erhalten durch Einsetzen in die 
gegebene Gleichung 

(l+h/ + 2(l + h)' + 3(l+b) — 7 = oder: 
(l + 2 + 3-7) + b(3 + 4 + 3) + c»b« + (7b» = 0, d. h. 

— l + 10h + ^h« + (7h» = 
Um aus dieser Gleichung näherungsweise h zu er- 
halten^ können wir h' und h' vernachlässigen und er- 
halten zur Bestimmung von h die Gleichung 

— 1 + I0h = oder h = 0,l. 

2. Hierauf setzen wir ebenso x = l, 1 + hj und er- 
halten ganz gleicher Weise für h^ wieder eine Gleichung 1 

(l,l+h,)» + 2(l,l + h,)« + 3{l,l + h)-7 = 
oder, wenn die Glieder mit h^* und h^^ weggelassen 
werden. 

0,051 + 11,03 hj =0, \ = —0,0046 . . . 
also x = 1,0954 . . . 

Fahren wir so weiter, so erhalten wir mit jeder 
beliebigen Genauigkeit den Wert von x. 

3. Sei allgemein z. B. eine Gleichung des vierten 
Grades gegeben, etwa 

x* + ax» + bx» + cx + d = 
und sei a ein näherungsweise richtiger Wurzelwert der 
Gleichung ; so setzen wir x = a + h und erhalten durch 
Einsetzen von a4~b in die Gleichung 
a*+aa» + ba« + ca + d + b(4a» + 3aa'+2ba + c) + c>h' 

+ oh9 + ch* = 
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ie 
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und hieraus wie oben: 

a* + a a^ + b a* + c a + d f («) 



h = 



4a^ + 3aa2-|-2ba + c f'(a) " 

Ganz ebenso ist die Korrektion die wir bei einer 
beliebigen Gleichung des nten Grades dem "Werte a an- 
zufügen haben 

n . an-i + (n — Y) a^ «»-2 + . . + an-i F(eö' 



h = — 



§ 114. Die regula falsi. 

1. Die Methode der regula falsi ist die bequemste 

und die gebräuchlichste. Sie lässt sich aus der New- 

tonschen herleiten und ist überhaupt mit dieser nahe 

I verwandt. Sind a und ß zwei Werte die der gesuchten 

\ Wurzel nahezu gleich sind, so haben wir wie oben 

f(«) , 

x = o — 777-^ und 
f («) 

f'(/J)' 
Hieraus ergiebt sich 

X — « _ f(a) f(/?) 

x-i3~f(/?)-f'(a)* 
In dieser letzteren Gleichung sind die Werte f(a) 
und i{ß) nahezu gleich Null, während f'(a) und f'(/9) 
im allgemeinen von Null sehr verschieden sind. Sind 
aber a und ß nahezu gleich, so werden wir die Ab^ 
leitungen f'(a) und f'(/?) ebenfalls als nahezu gleich 
ansehen dürfen, d. h. wir werden 

setzen können. 

S p r e r , Niedere Analysis. 12 
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Dann erhalten wir aber: 

X— a f(a) 

= -7 — und hieraus 

X - /^ f(ß) 

_ ßJ{a)'-aJ{ß) 
''-" £{a)^i(ß) • 
2. Diese letztere Formel ist namentlich auch ge- 
eignet zur Auflösung transcendenter Gleichungen, d. h. 
solcher Gleichungen die durch transcendente Funktion, 
die gleich Null gesetzt werden, gebildet sind. Um dies 
za zeigen, wollen wir von obiger Formel noch eine 

geometrische Ableitung 
geben. Wir tragen auf 
einer Geraden von einem 
beliebigen Punkt aus 
zwei Strecken OA und 
OB gleich a und ß ab 
und errichten in A und B auf A Lote A P und B Q 
gleich f(a) und f(i^). Die Funktion selbst können wir 
uns dann durch eine Kurve dargestellt denken, die 
durch P und Q geht. Sind nun f (o) und f{ß) nahezu 
gleich Null und liegen A und B nahe beieinander, so 
werden wir den Verlauf der Kurve von A nach B als 
nahezu gerade ansehen und annehmen dürfen, dass der 
P Q benachbarte Schnitt X der Kurve mit A nahezu 
mit dem Schnittpunkt C von PQ mit OA zusammen- 
fallen wird. Dann können wir aber ohne grossen 
Fehler setzen: 

f(a)_CA _ OA~OC g — X X — g 
f(/?)"~OB ~0B— 00""/?— x~x — /? ^' ^' ^' 
Es ist natürlich hiebei womöglich a und ß so zu 
wählen, dass f («) und f{ß) entgegengesetzte Vorzeichen 
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haben. Notwendige und hinreichende Bedingung für 
die Anwendung der regula falsi ist dann, dass die 
Funktion f (x) zwischen den Werten a und ß stetig ist, 
also sich nicht etwa sprungweise ändert; die Kurve, 
welche die Funktion darstellt, also zwischen den 
Werten P und CA eine fortlaufende Linie darstellt. 
Sind f(a) und t{ß) beide positiv oder beide negativ, 
so ist nicht immer notwendig, dass die Methode zum 
Ziele fuhrt, namentlich dann nicht, wenn f ' (a) und f'(^) 
nahezu Null sind ; oder gar entgegengesetzte Vorzeichen 

f'(a) 
besitzen, wodurch die Annahme der Annäherung rifZ\ == ^ 

hinfallig werden kann. Sind jedoch die nötigen Vor- 
aussetzungen für die Anwendbarkeit vorhanden, so gilt 
die Methode für algebraische wie für transcendente 
Funktionen. 

3. Beispiel, x* — 100x = 

« = 4, ^ = 5 giebt f(a) = — 144, f(/?) = 2625 

_ 5. 144 + 4. 2625 _ 
''^~ 144 + 2625 -^'^••• 
«1 = 4, /?i=4,4, f(aj = — 144, f{ß,) = + 237,d 

Xg — 4f ^ • * . 

a, = 4, /^, = 4,2, f(a,) = ~l44, f(/?J = -5,4 
X3 = 4,207 u. s. w. 
Der genaue Wert ist 4,2058696. 
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Uttetlc bet ^teffe &Ut „Sammlung @öfc^en''. 

«E)cutf(i&c Scl6ter§citg., Berlin: iftac^ ben »or^ 

liej^enben ^äubd)en ftefien ' mir nid)! an, bie Qan^e ©ammlmtfl aufg 
attaeleflentlicfafte nid)t allein j^um ®cbraud6 in l^ö^eren ©deuten, f otthgr- 
ottdi jfur ©elbftbele^runfl au empfe:^len. 



2ti)xtx*QtitunQ: SBenn eine fur^gebrftnqte ^lit^fifaltffQe (Sm* 
§ro|iliif auiS bec gf^er eine« \o tfi(!^tigen ^a^mamic^, ipie cd $rof. 
®flttt]^er in a^ünc^ett ift, erfd)cint, fo ift oon öom^rein ju cr- 
toarten, bog bad nur etmad ®uteS fein fann. S^bet, ber bo3 93uc^ 
liep, toirb feigen, ba^ et ficfi in bieder ßrmattung ntd^t getauft* ftat 

^udlanb: fta«m je ift mir ein S3nc^ su @e{ti^t gefamineit, 
bod nyie 9iebiitann'd ^ber menfi^ltdie Sibtptx unb ^efnnb^eitdfelre'' 

auf fo fleinem dianm ein fo HateS Silb bon bem Sdan unb ben 2:^attg' 
feiten bed menf (!^li(!^en Itörperd geboten l^ötte. S^ ftel^e nid^t an, baS 
3ßerf(^en aliS ein für ben Unterrii^t !)öd|ft braud|bated ju be^eid^nen. 

92ational5eitg.: C^iS ift bis jc^t in ber beutf^en fittteratnr 
t9o^( nod| nic^t bageipefen, bab ein Seinmanbbanb boii faft 300 ^xten 
in oorjügiidber ^rucf' unb $apierauSftattung ^u einem ^reid ju ^aben 
mar, mie i^n bie ,,@ammlung ©öfci^en" in i^rem neueften ^onbe, laVJas 
ftoc^^tf (def^i^te ber beutfdien üittteratnr für ben ^Betrag i^on fage 
^^iii^ Pfennige ber beutf^en Sefermelt bietet. 

ftunft f. 51 He (WfliK^en): st, Äimmic!^ Be^anbclt in feinem 
SBSnbd^en, „geici^enf d^ule" benannt, in !na|i|ier, lerniger, fad^Üi^* 
5ie(betiiuBter gform ha^ meite bebtet bed bifbm^gigen geic^nend 
unb SKoIeniJ. . . . ®Ieic^ nuftbringcnb unb in reid^ftem SÖJage bilbenb 
für Se^rer, @d|ü(er unb Siebljaberlünftler, mödjte ic^ ba« toirrUi^ 
borsflgltc^e lB3erf mit Carmen anerfennenben SBorten ber ®in* 
fü^rung in ^ult, $aud unb SBerlftatt ^ugängltt^ machen. !Dte 8(u^ 
ftattung ift babci eine fo bomel^me, bag mir ber ^vt\9 t)on 80 ^Pfennigen 
für bad gebunbene 2Berf bon 138 @eiten fl. 8' n^irffid^ ISi^erlidi Mttig 
erfc^eint. ^Ixä^t weniger afö 17 tafeln in 2:on*, gfotben- unb ©olbbrurf, 
fomie 135 ^oH' unb ^^ejrtbitber ittuftrieren ben Suj|erft gefunben Se^r« 
gang biejer Stxci^m\d)uU in feinffi^Uiiber SS^effe. 

C^ ( b u i$ : ßoerned, Urgefi^tc^U. ^er berndt^rte f^orJd)er auf tior« 
gefc^ic^tlidyem Gebiete giebt t)ier in fnappfter Sorm bie lel^rreid^e gu' 
fammenftcHun^ bc§ SBifjenSmerteften ber Urgefc^id^te. SBortrefflic^ ge« 
eignet ^nr Q^tnfä^rung nnb sunt Ueberblicf. 

3of|re«bcrid|te ber®efd)id)t§rt)iffenfd)aft: ^ommcT, 
auf bcm QJebiet ber altorientatifdjen ÖJefc^idite eine onerfannte totorität, 
beljaubelt in biefem S3önb(l)cn bie morgcn(önbifcl)c Qfefc^id^te 
mit groBcr ®enauigfeit unb tt»iffenfd)aftlicl)cr ©rünblidjfcit in fnobpftcr 
fvoim. ^aS fleine SBüd^lein muß marm empfol^len ttjerben. 

Spjgt. 8tg. (»ifrenf(^.©eii.):,,®ie^flanje''tn>ttDr.(5*2)e»«crt 
tonnen mir bcften« empfel^len. 3n fürjefter, fna^)pefter, fe^r Korer unb 
uerftanb(td)er fjorm meift fein Söerfaffer aüeS 9Siffen§merteftc über ben 
inneren unb öujeren 83au unb über bie fiebenSöcrricf)timaen ber ^\ian^t 
^'•r ^nfc^auung ^u bringen, mo^u feine gans tiortrcfflti^ettr felbfrge* 

' nctcn Xeitabbilbnngen au6erorbcntIid) öicl beitragen ^etfcn. 




aBeimarfc^c geitg.: 2BaIt^ariUcb* 2)^it biejcr Uebcrf' 
mirb und eine ^ot^rotttfotninene unb t)on Sitteratutfreunben läng 
fel^nte ®abe geboten. « . . fßon etnec guten Ueberfe|ung ift $a 
langen, baft ^, finn« unb ^ugfeid) mdgtic^ft wortgetreu^ ol^ne bem 
te;t, wie ber beiM^djieit ©pto^e ®cw(üt an^ut^un, ben ^eift bei^ Original! 
flar unb imgetrllbt mteberf^tegele. tiefer gforberung geregt s» »erben, 
i^at 9ia|«f im meifter^after SS^etfe nerftanben. 

IBlatter f. b. ba^r. ®^mn.-Sd)uIro.: @ttiobo ba, (Sriedp^ ige« 

f^ti^te. r- — — " ' — 

nif^tetma f*»*« 

bie Bpnti / ^ ''» v^ . * 

Sei« 
ber rü^ric 
«rttl^met) 

tragen . ^ 

0ef<i|i(fa< ' 

l«u bed ( ' 

mdglic^ft 

fa^te. - 

*^5r»f. 2:^ 

«n^ftattii 

reuten 01 

orteutierj 

®rci 
^letn^au 
eine ^itU 
einigermo 
oer(d)affei 
©fidler .fi! 
ou^gebrei 
tludbauet 
9efd)i(ft a 

6tq 
geiftlioUe 

vSnbe mit 

beg römil 

haupt bcjtcr iiuD grünDUc^er öcrjteijcn- gelernt, ais ourc^ manches oici* 

ftünbige UnioerfitätiSfoIIeg ober btcftetbige ^anbbüd^er. 

©d^tociäcrtfci^e fie^rerjcitung: SBcr bte ^erf^tti^e 
öon gre^bcrger unb bog ®eotttetrif<i^e S^^^^^ >> o" Siedet 
burc^gel^t, n>trb feine Sreube h^HBMHHHBIBB^oenig Q^elb 
mirb tool^l taum anberdmo ^^^^^^^^^^^^^■ttitb 
unb e^aft. ^er Xe^t ift fno^^^^^^^^^^^^^^Hi: me^r aii* 
beutet dg augfil^rt, anregenb^ ^^^^^^^^^^^^M 



